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Resumo

A saturagao do atuador, presente na maioria dos sistemas reais, seja por li-
mitagao fisica ou por seguranca, ¢ um desafio para o projetista do sistema de
controle, visto que a presenca de saturagao caracteriza uma nao linearidade no
processo. Essa condicao, se negligenciada no projeto, pode causar instabili-
dade na malha fechada, causando perda de desempenho ou até mesmo provo-
car acidentes. Dessa forma, o estudo de técnicas para tratamento de sistemas
submetidos a saturacao é de suma importancia para engenheiros que atuam
na area de controle de processos. Tendo em vista o quadro descrito, o projeto
proposto compara duas abordagens capazes de representar a saturacao em
amplitude de atuadores e ao mesmo tempo propiciar condicoes de anélise de
estabilidade e sintese de controladores: o modelo baseado na condicao de setor
e a recém proposta, representacao implicita afim por partes. Tais técnicas sao
implementadas em um modelo de um sistema mecatronico sujeito a saturacao,
para que seja possivel avaliar e comparar as garantias de estabilidade proporci-
onada por ambos os métodos. Para tanto, sao utilizados recursos bibliograficos
e computacionais, fazendo o uso de resultados da algebra linear, formulagoes
de otimizagao convexas descritas em termo de LMIS e algoritmos. O processo
mecatronico utilizado é modelado matematicamente em conformidade com as
leis da fisica, chegando a equagoes diferenciais que podem ser representadas
em espaco de estado e assim viabilizar o projeto de controladores e a aplicacao
das abordagens em estudo. Portanto, o presente trabalho se encontra alinhado
a Engenharia Mecatronica, abrangendo duas das quatro grandes areas que a
compoem: Controle de Processos e Mecanica. Ambos os método foram ca-
pazes de representar a saturacao do processo mecatronico avaliado e fornecer
condicoes de estabilidade para o sistema. A convergéncia obtida com a repre-
sentacao implicita foi bastante similar com a atingida com a condicao de setor,
que por ser uma abordagem ja sustentado por uma base tedrica solida e re-
sultados importante, atesta a eficicia do novo método. A nova representacao
ainda apresentou vantagens com relacao a mais antiga, visto que a regiao de
atracao obtida com a mesma foi maior, proporcionando maiores opcoes de
condigoes iniciais que geram trajetérias estaveis. Por outro lado, devido a um

loop algébrico, ha certa dificuldade em utilizar a representacao implicita a fim
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por partes, configurando uma desvantagem dessa abordagem com relacao a
condicao de setor. Desse modo, o desenvolvimento desse projeto auxiliou na
consolidacao e divulgacao da nova abordagem de representacao afim por par-
tes e apresentou vantagens e desvantagem de seu uso com relagao a condicao

de setor.

Palavras-chave: Saturagao de atuador. Sistemas afins por partes. Condigao

de setor. Modelagem matematica.



Abstract

Actuator saturation, present in most real systems, whether due to physical
limitation or safety, is a challenge for the control system designer, since the
presence of saturation characterizes a non-linearity in the process. This con-
dition, if neglected in the design, can cause limit cycles, parasitic equilibrium
points, and instability in the closed-loop, causing loss of performance or even
causing accidents. Thus, the study of techniques for treating systems sub-
jected to saturation is of paramount importance for engineers working in the
area of process control. Because of the picture described, the proposed project
seeks to compare two approaches capable of representing the saturation the
amplitude of actuators and at the same time providing conditions for stabi-
lity analysis and controller synthesis: the model based on the sector condition
and the related implicit piecewise-affine representation. Such techniques are
implemented in a model of a mechatronic system subject to saturation, so
that it is possible to evaluate and compare the stability guarantees provided
by both methods. Therefore, bibliographic and computational resources are
used, making use of linear algebra results, convex optimization formulations
described in terms of LMIS and algorithms. The mechatronic process used is
mathematically modeled by the laws of physics, arriving at differential equa-
tions that can be represented in state space and thus enable the design of
controllers and the application of the approaches under study. Therefore, this
work is aligned with Mechatronics Engineering, covering two of the four major
areas that comprise it: Process Control and Mechanics. Both methods were
able to represent the saturation of the evaluated mechatronic process and pro-
vide stability conditions for the system. The convergence obtained with the
implicit representation was quite similar to that achieved with the sector con-
dition, which, as an approach already supported by a solid theoretical basis
and important results, attests to the effectiveness of the new method. The
new representation still presented advantages over the oldest, since the region
of attraction obtained with it was larger, providing greater options for initial
conditions that generate stable trajectories. On the other hand, due to an
algebraic loop, there is some difficulty in using the implicit piecewise-affine

representation, configuring a disadvantage of this approach in relation to the
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sector condition. In this way, the development of this project helped in the
consolidation and dissemination of the new approach of implicit piecewise-
affine and presented advantages and disadvantages of its use in relation to the

condition of the sector.

Key-words: Actuator saturation. Piecewise affine systems. Sector condition.

Mathematical modeling.
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Capitulo

Introducao

Cada vez mais vém sendo acrescido controladores ou microcontroladores aos
processos e dispositivos eletromecanicos, gerando assim os sistemas mecatronicos, os quais
possibilitam maior flexibilidade, eficiéncia e automacao aos mecanismos. O controle des-
ses processos proporciona mitigagao de erros, estabilidade, redugao de tempo de operacao,
dentre outros beneficios. Contudo, nem sempre essa é uma tarefa facil. Os desafios presen-
tes ao controlar um processo engloba a modelagem dos conjuntos mecanicos e eletronicos,

a estabilizacao dos sistemas e o tratamento de nao linearidades.

Na maioria das plantas e processos reais, a energia disponivel para o controle
é finita, isso ocorre por razoes de segurancga ou por limitacoes fisicas. Tal condigao ca-
racteriza o problema de saturacao do atuador, essa nao linearidade pode causar perda
de desempenho e efeitos indesejaveis no sistema, como ciclos limite, pontos de equilibrio
parasita e até mesmo levar a malha fechada & instabilidade (TARBOURIECH et al.|, 2011,
p. 5). Se os limites de saturagao nao forem tratados e considerados durante o projeto do
controlador, a eficiéncia e a seguranca operacional podem ser comprometidas. Destaca-se
para o caso de saturacao em amplitude de atuadores, a ocorréncia de acidentes em aero-
naves e o derretimento da usina nuclear de Chernobyl (TARBOURIECH et al., 2011} p.

ix).

Ao longo dos anos, alguns métodos foram desenvolvidos para atenuar os efei-
tos indesejaveis causados pela saturacao. Um método classico consiste na implementagao
da acao anti-windup para controladores com acao integral, que tenta mitigar os efeitos
negativos da saturacao. Outras abordagens buscam utilizar ferramentas de sistemas li-
neares para desenvolver métodos para o tratamento de nao linearidades. Nesse contexto,
pesquisadores atuam na analise e modo de estabilizacao e na melhoria dos niveis de de-
sempenho dos processos submetidos a tal condi¢cao. Dentre as abordagens desenvolvidas

estao a abordagem baseada na condicao de setor, capaz de representar a saturagao do sis-
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tema em malha fechada e a representacao implicita afim por partes da malha de controle.
Esta ultima é uma abordagem produzida recentemente e se propoe a suprir lacunas das
representagoes explicitas (GROFEF] 2020)).

Porém, para que a saturacao possa ser devidamente tratada e o sistema estabi-
lizado, é necessario, primeiramente, obter a modelagem matematica do sistema, atingida
a partir de leis da fisica, por meio da identificacao do sistema via caixa preta ou por
uma combinacao, modelagem matematica e caixa preta, e agregar posteriormente a sa-
turacao do atuador. Esta etapa é indispensavel para a analise do processo, pois permite
determinar os fenomenos de causa e efeito que o envolvem. Contudo, os sistemas reais sao
majoritariamente complexos para serem descritos de forma matematica em sua totalidade,
por isso, sao feitas consideracoes para que o modelo seja simplificado. Do ponto de vista
de controle, tais consideragoes se dao ao modelar apenas a dinamica dominante, deixando
dinamicas mais rapidas e eventualmente outras nao-linearidades menos significativas como

perturbagoes que precisam ser rejeitadas pelo controlador.

1.1 Definicao do problema

O problema a ser tratado neste trabalho consiste na andlise de desempenho
de dois métodos representativos de um sistema em malha fechada com saturacao do sinal
de controle. O primeiro ¢ a representacao implicita afim por partes em termos da funcao

rampa f : R" — R™, descrita matematicamente como

f(z) = Fiz + F>9(y(z)) (1.1)
y(x) = Fsx + Fag(y(e)) + f5 (1.2)

em que x € R", y e R, F} € R"*" F, € RW*™ 3 € RWW*" Fy € R™*™  fs € R™ e

a funcao vetorial ¢ : R™ — R™ ¢é a funcao rampa definida por

oi(y) =7r(y) = i=1,...,n (1.3)
y ify; >0

O segundo método representa a malha fechada saturada a partir do modelo de nao-

linearidade setorial,
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para a nao-linearidade ¥ (v(t)) = sat(v(t)), a fungao saturacao é descrita como

Umnaz(i) 5€ V(y) > Unax(i)
sat(vi)) = v S€ = Umin(i) < V(i) < Umaa(i) (1.7)

—Umin(i) S€ V() < —Umin(i)
parai =12, ... .m.

Com essas representacoes obtém-se condigoes de verificacao de estabilidade
e sintese de controladores. O desempenho de cada um deles é comparado aplicando-os
ao modelo de um sistema mecatronico com entrada saturada. Do qual, a representacao

dinamica se obtém por meio de equagoes e parametros fisicos do processo.

1.2 Motivacao

A motivagao para o presente trabalho parte da oportunidade de consolidacao
e compreensao de ferramentas para tratamento da saturacao e andlise da estabilidade de
sistemas mecatronicos com entradas saturadas, especialmente a proposta em (GROFF
2020), no ambito das pesquisas realizadas em sistemas sob saturagao no campus Di-

vinopolis.

1.3 Objetivo Geral

Nestes termos, é objetivo desta monografia comparar o desempenho da re-
presentacao implicita afim por partes com o modelo baseado na condicao de setor, no
que tange ao tratamento da saturacao para estabilizacao de sistemas mecatronicos sujei-
tos a atuadores saturados. Evidenciando as vantagens e desafios de uma abordagem de

representacao em relacao a outra.

1.4 Objetivos Especificos

Para tanto, é necessario:
e Revisar os principios da representacao implicita afim por partes;

e Revisar os principios do modelo de condicao de setor;

Definir o processo mecatronico ao qual se implementarda as técnicas;

e Revisar métodos para modelagem de sistemas dinamicos;

Modelar o sistema mecatronico;
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e Implementar os métodos tratativos no sistema mecatronico;

e Verificar a estabilidade da malha fechada;

e Analisar o desempenho da estimacao da regiao de atracao obtida com ambas as

técnicas.

1.5 Estado da arte

De modo a atenuar os efeitos indesejaveis da saturagao, algumas estratégias
de representacao matemaética e de controle foram estudadas ao longo dos anos. Traba-
lhos atuais ainda aplicam técnicas desenvolvidas ha mais de duas décadas, tais como o
modelo politépico e o modelo de nao linearidade de setor, que sao formas de representar
as nao linearidades de saturacao e permitem o desenvolvimento de métodos de analise
da estabilidade e de controladores. Uma abordagem de controle por retroacao de es-
tados para a estabilizacao de sistemas lineares sob entrada saturada, empregando uma
condigao local de setor generalizada foi introduzida por [Silva Junior e Tarbouriech| (2005)).
A representagao politpica da saturacdo se iniciou com os trabalhos de [Hu e Lin| (2001)).
Essas condigoes foram recentemente utilizadas em (RAN; WANG; DONG, 2016), (SALA-
VATI; GRIGORIADIS; FRANCHEK] 2021), (FIGUEIREDO et al., 2020) e (NGUYEN;
DAMBRINE; LAUBER, 2014).

Outra vertente que visa tratar o problema de saturagao em atuadores é a uti-
lizagao do controle preditivo baseado em modelo (Model Predictive Control - MPC), que
tem por objetivo calcular, de forma otimizada, uma trajetéria para a variavel manipulada
do sistema, planejando o comportamento futuro ideal da saida da planta em uma janela
movel de avaliagdo temporal de tempo finito (WANG, 2009). A otimizagdo realizada
durante o MPC leva em consideracao informagoes do histérico das agoes de controle ja
executadas. Assim, sao percebidas as limitacoes e restrigoes do sistema e é tracado a me-
lhor maneira de atingir a referéncia desejada. Esse método é capaz de lidar com limitagoes
na estrutura de controle, como a saturacao em aturadores, pois as restri¢oes sao levadas
em consideracao durante a formulagao do problema, evitando entao, sua ocorréncia. No
MPC a otimizacao ¢ realizada para cada atualizacao do sinal de controle, ao contrario das
abordagens estudadas neste trabalho, em que o controlador é pre-determinado. Portanto,
trata-se de uma abordagem mais trabalhosa do ponto de vista computacional do que as

abordagens aqui investigadas. Dentre os trabalho que utilizam esse método podem ser

mencionados (LIU; WANG; GENG), 2020) e (HEDMAN; MERCORELLI, [2021)).



1.6. Metodologia )

1.6 Metodologia

Para a realizacao deste trabalho, tem-se como primeira etapa essencial, o en-
tendimento dos conceitos necessarios ao se tratar uma nao linearidade do tipo saturacao.
Alguns desses conceitos sao a regiao de linearidade, a regiao de atracao e a teoria de Lya-
punov. Esta etapa foi feita por meio de revisoes bibliograficas, assim como o estudo da
representacao implicita afim por partes e do modelo baseado na condicao de setor. Ambas
as representacoes e as respectivas condigoes para analise de estabilidade, derivadas desses
modelos, foram implementadas como problemas de otimizacao formulados em termos de
LMIs.

As técnicas que lidam com a saturacao foram aplicadas em um modelo de
um sistema mecatronico, selecionado a partir de artigos da area. Para a representacao
matematica deste, fez-se a revisao da modelagem dos sistemas dinamicos, tais como
mecanicos e elétricos (NORTON| [2011)). Esse estudo se baseou nos conceitos béasicos

da area da mecanica dinamica.

Uma vez implementadas as condigoes de andlise da estabilidade dos métodos
em estudo, para um controlador qualquer (projetado para levar o sistema as especificagoes
desejadas), se fez uma comparagao dos desafios e vantagens presentes em cada um deles.
Ainda, se projetou um controlador para o sistema com base na condi¢ao de setor e se
reavaliou a estabilidade do sistema com ambos os métodos. O desempenho de cada um

foi examinado a partir da comparacao das regioes de atragao asseguradas em cada método.

1.7 Organizacao do documento

Este documento é composto por quatro capitulos. Neste primeiro foi apre-
sentado o problema, a justificativa, os objetivos, o estado da arte e a metodologia a ser
adotada. No capitulo seguinte é feita uma revisao bibliografica sobre o tema e a funda-
mentacao tedrica necessaria para a realizacao do estudo, com enfoque nos temas que nao
estao presentes na grade do curso de Engenharia Mecatronica do CEFET-MG, Campus
V. O terceiro capitulo traz o estudo das duas abordagens que fornecem condicoes para
avaliar a estabilidade dos sistemas com atuador saturado: a nova representacao implicita
afim por partes proposta por |Groff] (2020) com suas respectivas condigbes para analise
de estabilidade e as condicoes de setor que permitem avaliar a estabilidade e sinteti-
zar um controlador para o sistema. Ainda no capitulo trés, que configura os resultados
deste trabalho, sao apresentados os codigos que implementam as condigoes de andlise de
estabilidade, desempenho e estabilizacao. As condicoes sao aplicadas em um sistema me-
catronico, cuja modelagem e descricao também ¢ apresentada. Por fim, o capitulo quatro

aborda as conclusoes obtidas com o presente estudo e as perspectivas para continuidade
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do trabalho.



Capitulo

Fundamentos

Este capitulo traz uma revisao da bibliografia do tema tratado, bem como a
evolugao das técnicas a serem utilizadas no trabalho, incluindo a base tedérica necessaria

para o desenvolvimento do projeto.

2.1 Revisao bibliografica

O problema de saturacao do sinal de saida dos atuadores, que ocorre devido a
limitagoes das caracteristicas do componente ou por razoes de seguranca, causa perda de
desempenho e insere nao-linearidades na malha fechada do processo. Segundo Tarbouriech
et al. (2011) mesmo que em malha aberta o sistema seja linear, o fechamento da malha
com a presenca do sinal de controle saturado torna o sistema nao linear. Por essa razao,
a comunidade académica desenvolveu uma série de estudos que abordam o tratamento
da saturacao. Desde a metade do século XX até hoje, ocorreram inimeras publicagoes
de artigos neste tema. Porém, hé poucos livros que se dedicaram especificamente a esse
assunto, neste quesito destacam-se os livros de Tarbouriech et al. (2011)), de Kapila e
Grigoriadis| (2002) e de Hu e Lin (2001)). Em especial, o primeiro livro traz um compilado
de varias abordagens tratativas para o problema de saturacao e ¢é utilizado como base no

desenvolvimento do presente estudo.

De modo geral, descartados os métodos do tipo MPC, ha dois métodos mais
frequentemente encontrados na literatura para lidar com a saturacao do atuador, o pri-
meiro negligencia este aspecto durante o projeto do controlador e lida com a saturacao
acrescentando alguns esquemas especificos no processo ja projetado, que tratam da acao
anti-windup do sinal de controle (TEEL; ZACCARIAN| 2011). A segunda abordagem
leva em consideracao as nao linearidades de saturacao no inicio do projeto. A lei de
controle, neste ultimo caso, analisa o sistema em malha fechada com entrada saturada e

redesenha o controlador de forma que o desempenho seja mantido enquanto a estabili-

7
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dade é melhorada. O projeto do controlador pode ser feito de duas formas: 1) delimitando
um conjunto de condigoes iniciais de forma a assegurar que o sinal de controle nao tera
(nunca) saturacao (saturation avoidance); e 2) delimitando um conjunto de condi¢oes ini-
ciais tais que o sinal de controle possa vir a saturar, mas a convergencia para a origem das
trajetdrias iniciadas nesse conjunto é assegurada. Os livros de Tarbouriech et al.| (2011) e
Hu e Lin| (2001) trazem abordagens que lidam com a saturagao durante a fase de projeto

do controlador.

Dentro dessa segunda abordagem existem diversos métodos de tratamento da
saturacao, sendo ressaltados aqui a representacao politépica, a condicao de setor e a repre-
sentacao implicita a fim por partes. A primeira utiliza de um conjunto politépico convexo
para descrever a malha fechada do processo. Ja a representacao por condicao de setor
considera que a estabilidade de uma realimentagao contém um sistema assintoticamente
estdvel e uma nao linearidade descentralizada sem memoria. O trabalho do [Paim et al.
(2003) é um exemplo que utiliza da representacao politopica e a condigao de setor para
lidar com o problema de saturacao no atuador. Recentemente um novo método para
tratar o problema de saturacao do atuador foi introduzido por |Groff] (2020)), utilizando
como base a descri¢ao da saturagao por uma combinacao de funcoes do tipo rampa, cujas

propriedades sao descritas por um conjunto particular de identidades e desigualdades.

Os métodos mencionados, além de representar a saturagao de alguma forma,
permitem o desenvolvimento de condigoes para andlise da estabilidade do sistema, dada
a nao linearidade de entrada. Essa andlise, para todas as abordagens, tem como base a
teoria de Lyapunov, que define uma fungao de energia por meio da qual sao verificadas as
hipoteses: a energia tem de ser positiva e crescente na medida em que o estado se afasta
da origem e ser nula quando o estado estd na origem; a derivada tem de ser negativa (e no
caso com nao linearidade, tem de ser suficientemente negativa) quando o estado esta fora
da origem e nula quando o estado estd na origem. Caso haja confirmacao das hipdteses,
pode-se dizer que existe uma regiao na qual o sistema tende para um ponto de equilibrio
quando o tempo tender ao infinito. Esta andlise e métodos sao geralmente implementados
de forma numérica, baseando-se na solucao de problemas de otimizacao convexa. Esse
tipo de otimizacao possui métodos numericamente eficientes que sao capazes de resolver
o problema. Além disso, por ser convexo, ha garantia de se encontrar o minimo da fungao

(convexa) a ser otimizada, diferentemente de uma otimizagao nao convexa.

2.2 Fundamentacao tedrica

Dentre os conceitos importantes, necessarios para o desenvolvimento do pre-

sente trabalho, estao os topicos descritos no decorrer desta secao.
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2.2.1 Sistemas mecatronicos

Conforme a primeira descricao de mecatronica, proposta em 1969 pela Com-
panhia Elétrica Yasakawa e as seguintes defini¢oes, um sistema mecatronico é um sistema
dinamico que combina elementos da mecanica, eletronica, computacao e controle. A re-
volugao continua e crescente da tecnologia da informagcao, o design de sensores inteligentes
e a tecnologia de sistemas microeletromecanicos permitem, hoje, o aumento de novos pro-
dutos desenvolvidos na intersecao das areas da engenharia que a mecatronica engloba e
indicam que essa linha de projeto continuard a evoluir (BISHOP; BISHOP| 2002)). Por tais
motivos, os sistemas mecatronicos se fazem cada vez mais presentes no mundo moderno,

trazendo mais conforto, autonomia e versatilidade aos novos produtos e processos.

Para que o sistema dinamico possa ser controlado, é essencial que se com-
preenda as dinamicas de troca de poténcia e energia entre os elementos que compoéem o
processo. Esta relagao pode ser obtida a partir de modelos matematicos que sao capazes de
explicar, pelo menos de forma aproximada, a relagao de causa e efeito presente nos dados
do sistema (KARNOPP; MARGOLIS; ROSENBERG, 2012). Tal representagao possi-
bilita a extracao das melhores configuragoes para um funcionamento otimizado. Para o
desenvolvimento de um modelo matematico, deve-se ter por premissa as caracteristicas
dominantes do processo que se pretende controlar, uma vez que um sistema fisico pode
ter diferentes modelos a depender das caracteristicas priorizadas e os diferentes alcan-
ces operacionais. Por exemplo, um carro pode ser modelado como uma particula que
realiza determinada trajetéria ou como um corpo que possui elementos que geram ou
dispersam energia. E interessante para o presente trabalho, obter modelos que atendam
a finalidade de controle. Nesse sentido, a adequada modelagem da dinamica dominante
é fundamental. A dinamica dominante refere-se a dinamica mais lenta do processo ou é
representada pelos componentes instaveis do sistema modelado. Definida as dinamicas
dominantes com respeito a variavel a ser controlada, sao selecionadas e aplicadas uma
série de leis da fisica para descrever o processo. Estas foram abordadas durante o curso
de graduacao em Engenharia Mecatronica no CEFET-MG e podem ser encontradas em
(ALEXANDER; SADIKU, 2013) para os sistemas elétricos, em (NORTON} 2010) para os
mecanicos, em (SPONG; HUTCHINSON; VIDYASAGAR) [2020) para os robdticos e em
(BORGNAKKE; SONNTAG], [2018)) para os com dinamica dos fluidos e termodinamicos.
As modelagens dos sistemas dinamicos costumam gerar equagoes diferenciais compativeis
ao processo da forma
d™y dp_1y dy d™u A1 du

— 4y 1——+ -+ a— +ay = —— + b1 +o 4+

Zmo1 bou. (2.1
dtn dtn—1 dt dtm dtm—1 ar T hou (2.1)

em que u ¢ o sinal de entrada e y o sinal de saida do sistema. E comum que os sistemas

descritos em equagoes diferenciais apresentem nao linearidades em seus modelos, tornando
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a analise e o projeto dos controladores mais complexa. Costuma-se, entao, linearizar a
representagao matematica para que o controle ocorra em torno de um ponto de operacao.
Usualmente, aplica-se a transformada de Laplace em ([2.1)) para linearizar o modelo e obter
uma razao da saida sobre a entrada do sistema, em que sao assumidas condigoes iniciais

nulas, conforme

Y (5)s" + an1Y (s)s" 4+ a1Y(s)s + agY(s)
U(8)8™ 4 by—1U(s)s™ ' + -+ + b1U(s)s + boU(s)
m m_l DY
ES; _ s+ bm_ls + + 618 + bo (22)
s

s™ + an_ls”_l + -4 a1s+ag )
Outro método utilizado é a representacao em espaco de estados, na qual a equacao dife-

Y
U

rencial de ordem elevada é reduzida a um conjunto de equacoes diferenciais de primeira

ordem. Para isso, sao definidas variaveis de estado da forma,

. dy
T, = T = —;
1 Y, 1 dt 3
dy ) d*y
Ty = —, = o
dn—ly ] dn—Qy :
Tp-1= 77— Tn-1= 75
1 dtn—l 1 dtn—Q
dny ) dn—ly
Tp = 7 Tp = 77 -
dtn dtn—1
Usando ([2.3)) ¢é possivel estabelecer n equagoes diferenciais,
jl'l = T2,... i’n,1 =T, = QoT1 + a1To - — ApT, + bou (24)
as quais podem ser reescritas em termos matriciais,
o | [o 1 0o ... ol[a]| [o]
I.'Q 0 0 1 NP 0 i)
= + u (2.5)
Tn_1 0 0 o ... 1 Tp_1 0
Tn —ap —ap —Qo ... —ap Tn bo

Segundo Nise e Silval (2013)), a saida do sistema na representagdo em espago de estados é
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obtida a partir de

_ N -
o)
y:[l 0 ... o} : (2.6)
Tn—1
Tn
A generalizacao de (2.5 e (2.6]) é representada por
r=A B
x T+ Dbu (2.7)
y=Czx+ Du

que é uma realizagao da fungao de transferéncia (2.2)). Ressalta-se que essa representacao
nao é unica, uma vez que hé infinitas transformagoes de similaridade (operagoes de mu-
danga de base) na forma ¥ = Mz, em que M é uma matriz nao-singular (que possui

inversa).

2.2.2 Sistemas submetidos a saturacgao

Sistemas lineares com entradas saturadas sao aqueles que possuem limitagao
no sinal de controle. Segundo Tarbouriech et al. (2011)), mesmo que o sistema em malha
aberta seja considerado linear, a presenca da saturacao torna o processo em malha fechada
nao linear, gerando problemas no desempenho e podendo instabilizar a malha de controle
do sistema. Dessa forma, esta secao abordara as influéncias da entrada saturada no
comportamento da malha aberta, malha fechada, regiao de linearidade, regiao de atragao

e serao discutidas a estabilidade global e local e o lema da condigao de setor.

Comportamento em malha aberta

No caso de sistemas representados em espaco de estados como em ([2.7]), o sinal
saturado serd o sinal de controle u. Ainda quanto ao sistema (2.7)) tem-se as seguintes

hipoteses:
Hipétese 1 Os pares (A,B) e (C,A) sao controldveis e observdveis, respectivamente.

Hipdtese 2 O vetor u estd contido em um conjunto compacto dado por S(u,Umin,Umax)
definido por
S<u7umin7umax) = {u e R™: —Umin j Uu j umax} (28)

em que = indica uma inequacao de elemento a elemento € Uiy € Umax SAO vVetoTes pPositivos,

1510 €, Upin(s) > 0, Umax@) > 0,Vi=1...m.

Sendo o sinal de controle restringido, ou seja, pertencente a S(im,Umin,Umaz),

tem-se uma generalizacao do conceito classico de controlabilidade, levando a uma nova
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definicao para os estados que podem ser direcionados para a orgiem.

Definicao 1 Um estado o € R™ € dito nulo controldvel se existe um periodo T e um
sinal de controle admissivel u(t) € S(im,Umin,Umaz), tal que para x(0) = xo e portanto,
z(T) = 0. O conjunto de todos os estados nulos controldveis sao chamados de regigo de
controlabilidade nula do sistema. Se a regiao de controlabilidade nula é todo o espaco
de estados, o sistema € dito nulo controldvel com entradas limitadas (TARBOURIECH
et al., |12011)).

A Hipotese [2 representa as restricoes em amplitude do sinal de controle, que
sao relacionadas aos limites fisicos ou de seguranca impostos pelos atuadores. Essas
restricoes, embora parecam simples, podem induzir comportamentos nao desejaveis na

malha fechada.

Comportamento em malha fechada

Os controladores sao utilizados para melhorar a resposta dinamica de um sis-
tema e alcancar as caracteristicas de saida objetivadas. Tendo como entrada a saida
medida da planta (y), o controlador fornece um sinal v de saida para o atuador que o
transforma em outra forma de energia para estimular a planta. Normalmente, o atuador
apresenta uma dinamica muito mais rapida que a do sistema e, por isso, é modelado ape-
nas por uma relacao estatica. Portanto, na auséncia de restricoes na magnitude do sinal
de controle

u(t) = v(t) (2.9)

No entanto, devido aos limites impostos pelas limitagoes fisicas do atuador ou por questoes

de seguranca dados pela hipétese [2, o sinal de controle é descrito por uma fungao de

saturacao,
u(t) = sat(v(t)) (2.10)
em que sat(-) é definida por
Umax (4) S€ V(;) > Umax(s)
sat(vg)) = v S€ — Umin(i) < V(i) < Umax(s) (2.11)

—Umin(s)  S€ V(i) < —Umin(s)
parai =12 ..., m.

A funcao de saturacao e o sistema de malha fechada sdo, respectivamente,

representados nas Figuras [2.1(a)|e [2.1(b)|

Uma das leis de controle de saturacao usual é a realimentacao de estados,

na qual se supoe que os estados estejam disponiveis para realimentagao, por meio de
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Upnax(i)

w(t)
Atuador
% ult)
Upax(iy Uy

Upin(i)
T

Planta

—Upin(i) Controlador

(a) Funcao saturagao (b) Malha fechada com atuador saturado

Figura 2.1: Funcao saturacao e sistema em malha fechada com entrada saturada. (TAR-

BOURIECH et al., 2011)

medicao ou, mais frequentemente, por meio do uso de observadores. Portanto, o sinal do

controlador é
v(t) = Ka(t)

para K € R™".

A lei de controle efetiva leva em consideracao sat(-) e portanto é

u(t) = sat(Kx(t))
que levada em ([2.11]) resulta em

Umax (1) se sz(t> > Umax(i)

sat(Kx(l)) = ¢ Kiz(t)  se — Uming) < Kix(t) < Umax@y » £ = 1, - -

—Umin() ¢ K;x(t) < —Umin(i)
Resultando na dinamica de malha fechada descrita por

&(t) = Az(t) + Bsat(Kz(t))

Regiao de linearidade

,m

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Considere a funcao (2.14) e a malha fechada (2.15). Para os estados suficien-

temente préximos da origem do sistema (z = 0), tem-se que

u(t) = sat(Kx(t)) = Kx(t) = v(t).

(2.16)
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Neste caso, diz-se que a saturacao nao estd ativa ou que o sinal de controle nao esta

saturado. Derivando o estado,
(t) = (A+ BK)x(t). (2.17)

Dessa forma, defini-se

Definicao 2 A regido de linearidade do sistema (2.15), denominada Ry, € definida como
o conjunto em que todos os estados x € R"™ cujos valores de sat(Kz) = Kz (TARBOU-
RIECH et all, |2011).

Para simplificar, suponha que K tenha posto linha completo (rank(K) = m).
A partir da definicao da funcao de saturagao, a regiao de linearidade pode ser definida

como a intersecao de dois semi-planos
H™ = {2 € R K < Umax(p), ©=1,...,m}
%?in = {$ € an K(z)x Z _umin(i)7 1= 17 s 77’)7,}
Gerando o seguinte conjunto,

Ry = S(KZUmin,Umax) = {7 € R"; —tpin < Kx(t) = Umax } (2.18)

que possui as caracteristicas:
e E simétrico se Umin(i) = Umax(i), V¢ = 1,...,m e assimétrico caso contrario;
e E limitado quando rank(K') = n e néo limitado quando rank(K) < n.

Os casos citados podem ser visualizados geometricamente na Figura [2.2 para um sistema

de segunda ordem.

Ressalta-se que quando (A+ BK) é assintoticamente estavel, é sempre possivel

calcular conjuntos invariantes de regices de linearidade, conforme o seguinte Teorema.

Teorema 1 Segundo |Tarbouriech et al.| (2011), Dada uma matriz K tal que A+ BK €
assintoticamente estavel, entao sempre existe um conjunto, denotado S, para o qual as

sequintes propriedades sao validas:
o Sp C S(KZ,Umin,Umax);
o Vz(0) € Sp, x(t,x(0)) € uma trajetoria linear do sistema;
o Vx(0) € Sp, x(t,xz(0)) € St e z(t,x(0)) — 0 quando t — co.

Ressalta-se que o Teorema [[|ndo fornece qualquer garantia sobre as trajetérias do sistema

saturado inicializado fora de Sp. Essa regiao caracteriza a abordagem do tipo saturation
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X2 4 K(])X = —Upin(1) = —Umin(1)
/ /K(l)x = Umax(1)
K(l)x = Umax(1)
R
- ;1
X1 N
/ K(Z)x = Umax(2)
= ~Umin(2)

(a) Sem limitagdo Ry (m = 1,n = 2;rank(K) = 1); (b) Limitado Ry (m = n = 2,rank(K) = 2);

Figura 2.2: Regioes de linearidade para um sistema de segunda ordem em duas situagoes
distintas: (a) posto de K unitério e (b) posto de K igual a 2. (TARBOURIECH et al.,
2011))

avotdance, que ¢ menos eficiente na medida em que: a energia entregue ao sistema é menor

e a regiao pode, por isso mesmo, ficar muito pequena.

Regiao de atragao

A regiao de atracao do sistema em malha fechada é definida como segue.

Definicao 3 A regiao de atragcio Ra, também chamada de regidgo de estabilidade as-
sintotica (RAS) ou simplesmente regiao de estabilidade da origem do sistema € definida
como o conjunto de todos os pontos x € R™ do espago de estados para o qual x(0) = x leva
a trajetoria x(t,x(0)) a convergéncia assintdtica. Isso implica que, se x(0) € Ry, entdo
x(t) = 0 parat — 0 (TARBOURIECH et al., 2011).

Neste caso, sao incluidos estados iniciais que estao fora de Ry, mas cujas trajetorias,
mesmo gerando sinais de controle que saturam, convergem para a origem. O calculo para
caracterizagao geométrica exata da regiao de atracao nao é uma tarefa facil. Portanto, sao
determinados subconjuntos da regiao de atracao com uma representacao analitica bem

definida, como conjuntos elipsoidais e poliédricos.

Definicao 4 A regidgo Rg € dita estimativa da regido de estabilidade assintotica (RAS)
para o sistema se R¢ C Ry ¢ 0 € Rg (TARBOURIECH et all, |2011).

Assim, se a condic¢ao inicial for tomada em uma regiao de estabilidade, a

convergéncia da trajetoria para a origem é garantida.
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2.2.3 Estabilidade de sistemas

Apenas sob algumas condicoes particulares de estabilidade em malha aberta
e lei de controle é possivel garantir a estabilidade global do sistema em malha fechada
saturado. Para o caso de estabilidade global, a regiao de atracao da origem engloba todo
o espaco de estados. Contudo,a determinacao exata da regiao de atracao da origem é uma
questao muito desafiadora. A ideia é, portanto, obter aproximacoes internas convexas da
regiao de atracao, ou seja, obter regioes de estabilidade assintética. Na pratica, procura-
se uma RAS que seja analiticamente bem caracterizada e que possa ser “maximizada’”
considerando alguns critérios geométricos especificos. Este é o caso das regides elipsoidal
e poliédrica, que podem ser associadas as fungoes de Lyapunov quadraticas e poliédricas.
Dessa forma, as regioes de estabilidade podem, em geral, ser consideradas como conjuntos

de niveis de Lyapunov.

Dois tipos principais de fungoes de Lyapunov tém sido usados para fornecer

estimativas de RA para sistemas que apresentam saturacao de entrada:
e Funcoes de Lyapunov quadraticas levando a regioes elipsoidais de estabilidade;
e Funcoes de Lyapunov poliédricas levando a regioes poliédricas de estabilidade.

Fungoes de Lyapunov mais complexas também podem ser usadas como, por exemplo,

funcoes quadraticas por partes e funcao de Lure.

Teoria de Lyapunov

A regiao de estabilidade pode ser definida ao determinar uma RAS elipsoidal
contida em Rj. Para isso é suficiente, para o caso linear, determinar uma matriz P que

satisfaca a desigualdade de Lyapunov:
P(A+ BK)+(A+BK)"P <0. (2.19)

A fungao de Lyapunov pode ser entendida como uma funcao de energia, que caso seja
positiva e decrescente com relagao ao tempo, as trajetérias do sistemas tenderao a origem,

levando o sistema a regiao de estabilidade.

No caso da definicao de uma RAS elipsoidal, todos os conjuntos de elipsoides
e(Pn) = {r € R 2" Pr < n~1} contidos em S(K @, Umin,Umax) SA0 conjuntos invariantes
positivos e contrativos em relagao ao sistema linear. O elipsoide méaximo associado a P e

incluido em S(K x,Unin,Umax) Pode ser determinado pelo seguinte problema de otimizagao:

maxn ' =2z Pz
T

sujeito a  — Upin < KT < Upay
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Ja no caso nao linear, que é onde estd enquadrada a saturacao de atuadores,
o método de Lyapunov objetiva o estudo do comportamento de solugoes (ou trajetdrias)
em uma vizinhanga em torno de um ponto de equilibrio, sem ser necessario conhecer
explicitamente essas trajetorias. Este método é baseado na utilizacao de algumas fungoes
auxiliares com propriedades como a positividade e permite concluir sobre a estabilidade de
um ponto de equilibrio, mas estudando a evolugao de tais fungoes ao longo das trajetorias

do sistema considerado.

Seja V' : D — R uma funcao continuamente diferenciavel definida em um
dominio D C n que contém a origem. A derivada no tempo de V' ao longo das trajetérias

de um sistema do tipo

#(t) = f(z(t), f(0)=0 (2.20)

n

Z Qm(z

fay(@)

_ [ oV oV } : . (2.21)
- Ozry 77 Oy .
Joy (@)
oV
= 5./ @)

Observa-se que a derivada de V' ao longo das trajetorias de um sistema é dependente da

equacao desse sistema.

Com relagao ao sistema (2.20)), o teorema a seguir fornece condigoes que per-

mitem concluir sobre a estabilidade da origem.

Teorema 2 Seja x. = 0 um ponto de equilibrio do sistema (2.20)). Seja V : D — R uma

fungao continua diferencidvel em uma vizinhang¢a D em torno de x = 0, tal que
1. V(0)=0eV(z) >0, Ve € D, x #0.

2. V(z) <0, Yz e D.

Entao, x. = 0 € estdvel. No entanto, se

3. V(z) <0,Yz € D,z # 0.
Entao x. = 0 € assintoticamente estdvel (TARBOURIECH et al., 2011).

Esse Teorema garante a estabilidade local, uma vez que a estabilidade sé é garantida em
uma vizinhancga ao redor da origem. A principal vantagem desse Teorema e o uso da fungao
Lyapunov reside no fato de que é possivel aplica-los sem resolver a equacgao diferencial

(2.20). Caso sejam aplicados em uma certa vizinhanca da origem, é interessante estudar
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sob quais condigoes a estabilidade do sistema (2.20) é obtida para qualquer condigao
inicial z(t9) = x(0) € R™. Neste caso, o sistema (12.20)) é dito globalmente estavel. A ideia
é usar o Teorema considerando D = R"™. Mesmo assim, isso nao ¢é suficiente para obter a

estabilidade global, para isso segue

Teorema 3 Seja x. = 0 um ponto de equilibrio do sistema (2.20)). Seja V : R™ — R uma

funcao continua diferencidvel tal que:
1. V(0)=0 e V(zx) >0, Vz #0.

2. |lz] = 0o = V(z) — co.

3. V(x) <0, Va #0.
Entao x. =0 é globalmente, assintoticamente estdvel (TARBOURIECH et all, |2011)).

E importante ressaltar que os dois Teoremas prévios proveem uma condi¢ao su-
ficiente para a estabilidade do sistema . Entao, o fato de uma candidata funcao Lya-
punov nao satisfazer as condigoes desses Teoremas nao significa que o ponto de equilibrio
analisado nao ¢é assintoticamente estavel. Apenas significa que a propriedade de estabili-
dade nao pode ser provida usando a funcao Lyapunov. Portanto, a principal dificuldade
em aplicar esses Teoremas reside na escolha da “boa” fungao Lyapunov. Infelizmente, nao
existe um método que permita escolher a priori tal funcao. Em geral, a escolha dessa

funcao requer experiéncia do projetista.

Desigualdade Linear Matricial - LMI

Segundo Duan e Yu (2013)), as desigualdades lineares matriciais sao inequagoes

matriciais cujas varidveis matriciais sao lineares. Sua forma geral é dada por
F(P)=A"P+PA+Q<0 (2.22)

em que A € R™*™,
QeS"={MM" ¢ R™*™} (2.23)

sao matrizes conhecidas, e P € S™ é a matriz desconhecida. Aqui, “<” representa de-
finicao simétrica negativa. Seja Q € S", D, E; € R™*" F, € R™" i=1,2,...,l, entao

verifica-se que,

!
LX)=D'X+X"D+> (EnXFi+ FX"E)+Q (2.24)
i=1
é linear na matriz X € R™*". Como a matriz L(X) é simétrica, pode-se definir a desi-

gualdade
L(X) <0, (2.25)
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o que é vélido no sentido de que a matriz L(X) é definida negativa simétrica. Essa
desigualdade é uma desigualdade de matriz linear na matriz de parametros X € R"™*".

Além disso, (2.25)) é chamada de forma geral de LMIs.

A desigualdade matricial de Lyapunov em tempo discreto é uma forma especial
de LMIs, sendo igual a
ATPA-P+Q<0 (2.26)

2.2.4 Modelagem por nao-linearidade de setor

Dentre as abordagens de representacao do sistema em malha fechada saturado,
tem-se a modelagem por nao-linearidade de setor. Neste caso, considera-se que o termo de
saturagao é uma nao-linearidade descentralizada sem memoria que satisfaz uma condicao
de setor. A expressao descentralizada significa, na pratica, que cada atuador tem uma
saturacao independente. A funcao zona-morta atende os requisitos mencionados, por-
tanto, a fun¢ao saturagao é reescrita como uma uma nao linearidade de zona-morta

descentralizada, sem memoria

o(v(t)) =sat(v(t)) — v(t) (2.27)

que é equivalente a

Umax(i) — V(@) S€ V() = Umax(i)
¢(U)(z) = 0 se — umin(i) S U(z) S umax(i) (228)

Umin(i) — V(@) S€ V() < —Umin(s)

para i = 1,...,m. A fungao zona-morta ¢(v(t)), representada graficamente na Figura
[2.3] permite que a anélise de estabilidade do sistema possa ser visto como um problema
de Lure. Este problema considera a estabilidade de uma malha fechada contendo um
sistema linear assintético estavel e uma nao linearidade descentralizada sem memoria que
satisfaz uma condigao de setor (TARBOURIECH et al., [2011)). A nao linearidade ¢(v(t))

é necessaria para satisfazer a condicao de setor descrita na Definicao a seguir.

Definicao 5 Diz-se que uma ndo linearidade sem memdria ¢ : [0,00) x R™ — R™ satisfaz

uma condi¢cao de setor se
(¢(tay) - szny>,(¢<t7y) - Qmamy) S 07 Vi Z Ovvy €S g R™ (229)

para ¢(t,y) continua por partes em t e localmente Lipchitz em y, matrizes reais Qumaz €
Quin em que Q = Qpor — Qnin € uma matriz simétrica definida positiva e o conjunto

S contém a origem em seu interior. Se & = R™, entao ¢(-,-) satisfaz globalmente a
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condi¢ao de setor. Se ¢(t,y) satisfizer (2.29), entdo ¢(t,y) pertence ao setor (Qmin,lmaz)
(TARBOURIECH et al., |2011).

L O(vi)

max(i)

—Upin(i)

Figura 2.3: Representacao gréfica da fungao zona morta ¢(vg)). (TARBOURIECH et al.,
2011)

Para o sistema em malha fechada saturado,

& = Axz(t) + Bu(t)
u U(v(t)) (2.30)

com a nao-linearidade W(v(t)) = sat(v(t)), em que a saturacdo é representada pela nao

linearidade ¢(v(t)), a malha fechada é retratada como,

i(t)
()
v(t)

Se v(t) = Kx(t) for uma lei de controle estabilizante, o sistema (2.31]) é assintoticamente

estével e a matriz (A+BK) é Hurwitz. Se ¢(v;)) satisfizer a condicao de setor apresentada

(A+ BK)x(t) + Bu(t)

¢(v(t)) (2.31)
Kx(t).

na Definicao 5| e se for considerado um escalar Ay > 0, duas situagoes surgem, estas estao

representadas graficamente na Figura e sao descritas como
1. Se A4 = 1, segue que
e para v > 0: ¢(v) <0 e dlue) = =Awve
o para v < 0:0(v) 2 0 e ¢(v) < —Awve)

equivalentemente, diz-se que a nao linearidade ¢(v(;)) pertence globalmente ao setor
secl0, — 1].
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2. Se Ay < 1, segue que

e para 0 < V() < u{i#;((:)) : qb(v(i)) <O0e gb(v(i)) > —)\(i)v(i)

e < v <00 6(ve) = 0 e dluy) < = Ay

e para —

em outros termos, a nao-linearidade ¢(v(;)) pertence localmente ao setor sec[0,— ;)]
ou seja, pertence a este setor desde que
A —Umin(i)

— = < s = .
umm(z) 1— >\(z) > V(i) 1 — )\(Z) max(i)

IN

L o0v)

A

—Upmin(i) V(i) _umin(z’) ~HWmin(i)

Figura 2.4: Nao-linearidade de zona-morta: (a) no setor global; (b) no setor local. (TAR-
BOURIECH et al., 2011)

Condicao de setor generalizada

As condigoes de setores sao usadas para derivar condicoes de estabilidade e
estabilizacao do sistema. A condicao de setor generalizada se aplica especificamente a
nao linearidades de zona-morta, seu uso resulta em condi¢oes menos conservadoras do
que o uso de condicoes de setor classicas, que por sua vez, sao validas para qualquer nao
linearidade descentralizada com valor vetorial. A seguir, é apresentada a condicao de

setor generalizada, que sera usada posteriormente neste trabalho.

Seja o conjunto
S(V — W, Unin,Umax) = {v € R™; w € R™; —tpin SV — W = Upax } (2.32)

Lema 1 Se v e w sao elementos de S(v — W, Unin,Umax), €ntdo a nao linearidade ¢(v)

satisfaz a sequinte inequagao:

¢(v) T ((v) +w) <0 (2.33)
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para qualquer matriz definida positiva diagonal T € R™ ™ (SILVA JUNIOR; TARBOU-
RIECH, |2005).

Considerando a lei de controle v(t) = Kz(t) e aplicando o Lema [1| tem-se
o(K2)"T(p(Kx) 4+ Gx) <0 (2.34)

em que a matriz G é uma variavel que adiciona um grau de liberdade ao sistema. O

conjunto para o estado x obtido com (2.34)) é
S((K - G)xaumina umax) = {ZL’ € an —Umin j (K - G)ZL‘ j umax} (235)

O lema definido e a condicao de setor (2.34) permitem que a saturagao possa se enquadrar

em uma classe de problemas solucionados por LMIs.



Capitulo

Estabilidade e Estabilizacao de Sistemas sob

Saturacao

3.1 Representacao Implicita Afim por Partes

Existem varias representacoes para sistemas afins por partes. No entanto,
gracas a uma descricao matematica intuitiva, a representagao explicita tem sido ampla-
mente utilizada para andlises de estabilidade. Os métodos de andlise de estabilidade
de sistemas afins por partes (PWA - Piecewise Affine) usando a representagao explicita
geralmente requerem a enumeracao da particao, bem como a enumeracao de possiveis
transicoes entre as particoes. Em alguns casos, a enumeracao dessas transicoes pode
ser dificil ou impossivel, como quando a transicao é conduzida por um sinal externo ou
sempre que hd uma incerteza na partigao. Por isso, foi proposto por |Groff (2020) uma
representacao para funcoes PWA continuas que nao requerem que as regioes e partigoes
sejam enumeradas para realizar a andlise de estabilidade com func¢oes de Lyapunov do

PWA.

Nesta secao sera descrito o estudo feito a respeito da representagao proposta
por |Groffl (2020) e sobre a verificagdo de estabilidade dos sistemas descritos na repre-
sentacao implicita PWA. Essa representacao é baseada em uma funcao de rampa e codi-
fica implicitamente a particao do sistema, portanto, nao requer que as regioes e transigoes
sejam enumeradas. A representagao é composta por duas equagoes, uma das quais pode
apresentar um loop algébrico. Ja as condigoes para andlise da estabilidade exponencial
da origem de sistemas PWA utilizam fungoes candidatas de Lyapunov quadraticas por
partes, essas dependem do estado do sistema e das fungoes de rampa que descrevem as
fungoes PWA. Com isso consegue-se gerar desigualdades matriciais lineares que podem ser
resolvidas usando otimizagao. Com base nessas desigualdades desenvolveu-se um cédigo

que implementa a minimizacao dessas funcoes e retorna a factibilidade do sistema.

23
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3.1.1 Funcoes PWA Continuas Implicitas

A representacao padrao para funcoes PWA continuas é definida por f : R" —
R

em que os conjuntos I'; definem uma particao de R", isto é, U2, I"; = R™.

J& a representacao implicita proposta por |Groff| (2020) é definida por f : R* —
R"f

f(z) = Fiz + Fa¢(y(x)) (3.2)
y(x) = Fsx + Fag(y(x)) + f5 (3-3)

emquer € R", ye R, F; e RW*" Fy € R 3 € Rw*" Fy € Rw*™  fs € R™ e

a funcao vetorial ¢ : R™ — R™ ¢é definida pela funcao de rampa como

bly) =r(y) =4 =1, m, (3.4)
y ity >0

cuja representacao grafica é apresentada na Figura [3.1]

r(y:)

Ui

Figura 3.1: Fungao de rampa r(y;) nao linear (GROFF, [2020)

Da defini¢do da fungao rampa (3.4) tem-se

o(y) = Ay)y (3.5)



3.1. Representacao Implicita Afim por Partes 25

A equagao ({3.3]) é implicita para a varidvel y, isto é, para se obter y para um
certo x, é preciso resolver

y — Fup(y) = Fzz + fs. (3.7)

Assumindo que (3.7) é bem condicionado, ou seja, que cada x corresponde a
um unico y, defini-se assim um mapa y : R" — R™. A partir de (3.5))-(3.7) tem-se que
y(x) satisfaz

y(@) = ([ — FA(y(2))) " o + (I — F4A(y(x))) ™' fs- (3.8)

A matriz (I — F;A(y(x))) tem inerva desde que a equagao implicita seja bem condicionada,

como suposto. Usando , e obtém-se
fx) = (F + BA(y(o)(I — FA(y(2) ™ Fa)z + BA(y(2) (T — FiA(y(x) ™ fs (3.9)

Entao (3.8) e (3.9) podem ser reescritos como

(3.10)
y(z) = C(z)r +d(x)
em que
A(z) = (Fy + BA(y(2))(I — FAA(y(x))) ' F
b(a) = FaA(y(2) (I — FiA(y(@)) ™ f
Clx) = (I = FyA(y(z))) ' Fy
d(z) = (I = BA(y(2)) " fs

A(x), b(z), C(x) e d(z) sao assim determinados por A(y(z)) como em que, por sua
vez, dependem do sinal da solugao y. Uma vez que os elementos diagonais de A(y(x)) per-
tencem a {0,1}, A(y(z)) tem no maximo 2™ de valores possiveis. Assim, A(x), b(x), C(x)
e d(z) podem ter no méximo 2™ valores. Ainda, usa-se (3.10]) para obter a representagao

explicita, que é da forma

ie{l,..., 2"} Ti={z €R"y; > 0,Vj € Toy; <O0Vj & Jri =1+ jes, 27}, em
que J; € um conjunto que contém os indices dos elementos de y que nao sao negativos na

regiao I;.

Portanto, de (3.2) - (3.4), a funcdo vetorial ¢(y(x)) e as regides onde seus

argumentos nao sao negativos que definem a particao PWA de R". Desde que essas
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partigdes e o valor sejam definidos implicitamente, (3.2]) - (3.4) ¢é referida como uma
representacao implicita dos sistemas PWA. Ainda, Usando (3.2)) - (3.4) como um modelo
para fungoes PWA continuas evita-se a definigao explicita de particoes e das fungoes afins

correspondentes, como na representagao padrao (3.1J).

Ressalta-se que gragas ao bom condicionamento e a continuidade de ¢, f(x)
é continua. Ainda, observa-se que se Fy = 0 ou para algumas estruturas particulares de
Fy, solugoes explicitas para podem ser obtidas. No caso de F; = 0, y é obtido por
y = F3x + f5 possibilitando o facil calculo de f(z) usando o valor de y. Ainda,

pode ser usado como um modelo para sistemas PWA de tempo discreto.

Sera ilustrado a seguir, a representagao (3.2)) - (3.4) em um exemplo.

Exemplo: Dada uma matriz K € R"*" e vetores © € R" e p € R", e
considerando a fungio assimétrica de saturagao f(x) = satj,z(Kz) : R" — R", definida

como
By v €Dy ={reR(Kz); < p}

filr) = Kz, x€ Dy; ={x¢€ R p, < (Kz); <}
By € Ds; ={x € R"|(Kz); > 1}

~
I
—_
S
~

Para obter uma representagao implicita, é considerado que

yj:Kjx—ﬁjfnf, j:nf—l-l,...,an.
Portanto,

e Sex € Dy, segue que y; > 0 e Yitny < 0, assim

e fi = Kit + i — Qign, = I

)

e Sex € Dy, segue que y; <0 e Yitny < 0, assim

¢; =0
¢i+nf = 07

e fi = Kix + ¢i — dipn, = K.
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e Sex € Dy, segue que y; <0 e Yitn, = 0, assim

¢i =0
¢i+nf = Kz — i

e fi=Kix + ¢i — irn, = 1.

Esta funcao pode ser descrita na representacao implicita afim por partes con-

siderando

F1:K7 FQZ[[nfa_[nf]

—-K
Fg —

(3.11)
R F4:Ony><ny7 f5: [H]

com n, = 2ny. Isso corresponde a uma particao com 3ny regioes. Para n = 2, ny = 1,

K =[-11], p=—1ep =2 ¢ obtido a seguinte particao de R? em termos de y

I3 ={z € R}y (z) < 0,y2(z) >0}
I = {z € R?yi(z) < 0,92() < 0}
Iy = {z € Ry (z) > 0,y2() < 0},

que ¢ ilustrada na Figura [3.2l Nota-se que a regiao yi(z) > 0 e yo(z) > 0 é vazia, isso
porque o sinal nao pode estar simultaneamente acima do limite superior de saturagao e

abaixo do inferior. Uma representacao explicita para f(x) como neste caso é dada por

Figura 3.2: Particao de R? para f(z) definida em (3.11)) (GROFF) 2020)
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3.1.2 Condicoes de estabilidade para sistemas implicitos afim

por partes de tempo discreto

As condicoes para andlise da estabilidade exponencial da origem de sistemas
PWA proposta por |Groff| (2020) utiliza fungoes candidatas de Lyapunov quadréticas por
partes, que dependem de x e das fungoes de rampa que descrevem as fungdes PWA.
Para verificar as condigoes de estabilidade, |Groff] (2020)) propos desigualdades matriciais

lineares que podem ser resolvidas usando programacao.

Propriedades de Setor de Funcoes de Rampa

A principal caracteristica da representacao implicita PWA que é explorada
na formulacao das condicoes de estabilidade é a caracterizacao da funcao de rampa em
termos de identidades e desigualdades. Em particular, a funcao de rampa é uma nao
linearidade que se encontra no setor [0, 1]. Poderia se considerar uma relacao ligada ao
setor para formular condicoes de estabilidade para um sistema que apresenta tal nao line-
aridade. Porém, visando diminuir o conservadorismo, procurou-se utilizar uma descri¢cao
mais precisa do que a desigualdade do setor. Uma vez que esta cobre uma ampla classe
de nao linearidades que se encontram no setor considerado, implicando em condicoes que
certificam implicitamente a estabilidade nao apenas para o sistema particular de inte-
resse, mas para uma grande classe de sistemas, levando ao conservadorismo. Assim, serd
apresentado a seguir a obtencao de uma caracterizacao mais precisa da fungao de rampa
, uma nao linearidade limitada de um setor particular, usando algumas identidades

e desigualdades.

Lema 2 A fun¢do rampa r(0) satisfaz a relagao

(r(6) — 0)r(6) = 0 (3.12)
r(6) >0 (3.13)
(r(0) — 0) > 0 (3.14)

Prova. Para 6 < 0 tem-se r(6) =0 e (r(f) —60) = (0—0) > 0, ¢ para § > 0 tem-se que

(r(6) — 6) = 0, as relagoes (3.12)) e (3.14]) asseguram para todo § € R. A desigualdade
(3.13) vem diretamente da defini¢ao da funcao de rampa (GROFF, 2020).

Do Lema |2, as seguintes generalizagoes em relagao a funcao ¢ podem ser de-

claradas

Lema 3 Para qualquer matriz T € D™ a fungio ¢ em (3.4) satisfaz a identidade

s1(Ty) == ¢" (y)T((y) —y) = 0,Vy € R™. (3.15)
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Prova. Desde que os elementos de ¢ sejam fungoes rampa, tem-se
Ty
si(Ty) = Toar(y:) (r(y:) — vs)
i=1

o qual, usando (3.12)) gera (3.15) (GROFEF}| 2020).

Lema 4 Para qualquer vetor ( € R™ e R € R™*™ ¢ funcio ¢ em (3.4) satisfaz a
identidade

s2(R, ¢ y) == ¢ > R(y — (¢(y) — ¢(—y)) =0, Vy e R” (3.16)
Prova. Nota-se que a funcao de rampa r satisfaz a identidade
60— (r(0) —r(—0)) =0. (3.17)

De fato, se 8 < 0, tem-se () = 0 e r(—0) = —6. Entao, para 0 < 0, 0 —r(f) +
r(—0) =60 —-0—0 =20.Se 6 >0, tem-se 7(#) = 6 e r(—0) = 0, entdo para § > 0,
0 —r@)+r(—0) =0—60+4+0=0. Desde que os elementos do vetor y — (¢(y) — &(—y)
sejam dados por y; — (r(y;) —r(—y;)) tem-se que o resultado segue (GROFF, 2020).

Observacao 1 Considerando a classe de fungoes
p(©2,0) = 1(0)0 (3.18)

em que § pertence ao conjunto {Z SR € Z, —0 ¢ T,0 # 0} e 1g € a funcgdo indicadora
de um conjunto Q € R, que é 1g(0) =1 se @ € Q e 1g(0) =0 se § € Q° com Q° =R
Omega. A fungdo de rampa € obtida com Q = [0,00), i.er(0) = p([0,00), 0) tem-se também
r(=0) = =p(2°,0) = p((—=00,0).0).

As identidades e também asseguram se 7 é realocado por qualquer
outra funcao da classe (3.18)). Na verdade, usando tem-se p(€2,0)(p(2,0) — 0) =
1a(0)0(10(0)0 — 0) = 10(0)0(1g<(0)0) = 0, generalizando para a classe de fungoes
p(£2,0). Também tem-se 6 — (p(2,0) + p(Q,0)) = 0 — (1(0)0 + 1q:(6)0) =0 — () =0
que generaliza para a classe de fungoes p(£2,0).

Da observacao acima, expressoes como - sao validas para uma
classe de fungoes nao lineares que abrangem a funcao de rampa. Observa-se ainda que,
seguindo ([3.18]) e a definicao do conjunto contendo (2, a inica instancia de 2 satisfazendo
p(2,0) > 0V0 € R é Q = [0,00). Desde que r(0) = p([0,00),0), a fun¢ao rampa é nao

linear somente na classe que satisfaz

r(0) > 00 € R. (3.19)
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Esta desigualdade é utilizada no Lema seguinte

Lema 5 Para qualquer matriz M € PU+20)x0420) o funcao de vetores ¢ em (3.4) sa-

tisfaz a desigualdade
T
1 1
ss(Myy) = | o(y)) | M |¢(y) | 20 VyeR™ (3.20)
¢(=y) ¢(=y)

Prova. Tem-se

ny ny+1

ss(My) = My + 2 Miawayr(¥s) + My, +r (=) + > (Magyaer()r(y;)

i=1 i=1 j=1
F2M (1,4 (1) T W) (=Y5) + Mty ) (14my4) T (—53) 7 (=05))
Uma vez que cada elemento da matriz M é nao negativo e a funcao de rampa verifica

(3-19), concluimos que cada termo na expressao acima nao é negativo, portanto (3.20)) é
vélida (GROFF, [2020)).

Condigoes para positividade de formas quadraticas generalizadas

Os Lemas definidos na subsecao anterior sao utilizados para definir as condicoes

de verificagao da positividade das formas quadraticas generalizadas do tipo
T
1 1
x x
h(z) = H = X(z)"HX (x) (3.21)
o(y(x)) o(y(x))

¢(=y(x)) o(—y(x))

Proposicao 1 De |Groff (2020) seque que, dada uma forma quadrdtica generalizada da
forma h(x) como em (3.21)), se existir matrizes Ty € D™, T, € D", R € RItt2nyxny
M € P(+2ny)x(14+2ny) 441 que

h(z) + s1(T1,y(@)) + s1(T2, — y(@)) + s2(RX y(x)) — s3(My(z)) = 0 (3:22)
entao

h(z) >0 VaeR" (3.23)

Resolvendo a desigualdade ([3.22]) é possivel definir condigoes para verificagao
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da nao negatividade de uma forma quadratica generalizada da forma e ainda torna
possivel a solucao das desigualdades de Lyapunov relacionadas a estabilidade de siste-
mas quadraticos por partes. Além disso, se a matriz H tem uma dependéncia afim de
variaveis desconhecidas, a desigualdade pode ser escrita como uma LMI, gerando,
portanto, restricoes de um programa semi-definido que pode ser resolvido com o software
de otimizacao Yalmip do MATLAB.

Formulacao da LMI

A LMI correspondente a desigualdade ([3.22)), utilizada para verificar a positi-

vidade de uma forma quadratica generalizada é

_Mll 0 _2M12 _2M13 f5T
1 0 0 0 0 FT
H+ -H, + T3 RT| >0
~Tifs —TiFy (Ty(I — Fy)) — My —2Mog FT —1
Tofs  ToF3 ToFy Ty — Mss I
(3.24)

3.1.3 Analise de Estabilidade de Sistemas PWA com Funcoes
Lyapunov PWQ

Nesta se¢ao, os resultados para a verificacao da nao negatividade de formas
quadraticas generalizadas apresentadas anteriormente serao aplicados na funcao PWA
implicita de tempo discreto (3.3)), a fim de estudar sua estabilidade.

Considerando o sistema discreto no tempo da forma
= f(x) (3.25)

em que z € R", f(x) é uma funcdo PWA definida pelas matrizes F;, i = 1,...,4 e f5
tal como em (3.3) e xt é o valor do estado no préximo instante de tempo. De (3.3
tem-se y© = Fyz" + Fyp(y") + f5. Assume-se que f(0) = 0 De (3.2)), f(0) = 0 implica
que ¢(y(0)) =0, e (3.3) conduz a y(0) = f5. #(y(0)) = 0 implica y;(0) > 0, tem-se que
f5i>0,i=1,...n,.

Groft (2020) propos uma fungao de Lyapunov quadratica por partes continua,
dada por uma forma quadrética generalizada em z e a fungao ¢(y(x)). Portanto, diferen-
temente das abordagens comumente encontradas na literatura, a definicao de uma forma
quadratica explicita em z para cada conjunto da particao nao é necessaria. Mais especi-

ficamente, considerou-se as fungoes candidatas de Lyapunov V : R" — R > 0, V(0) =0
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dada por

Vie) = [¢<y<x>>] i Lzs(y(x))] (3:26)

P, P
' 72| P eRY™™ P, € RV e Py € R,

com P =
P2T P

Sera obtido a seguir um limite superior quadratico para V(z) que sera usado
na prova de estabilidade exponencial de sistemas de tempo discreto. Primeiro calcula-se

um limite superior para ||¢||?. Define-se § := y — f5 e os substituem em (3.3)), assim

Y= Fx+ Fuo(+ f5).

Para f(0) =0, f5; > 0e ¢(T+ f5) = Ay com A € D = {A € D"|A;; € [0,1]}. Do bom

condicionamento de A tem-se que (I — F;A) tem inversa para todo A € D, entao

7= (- F,A) 'Fyx

o(y) = (7 + f5) = Ay = A(I — F,A) ™ Fyz,
gerando
lo(y(2)]l < o[l
Com 0 = maxacp||A(] — F4A)71Es]|. De segue que

V() < Pz )” + 2 Rl ol + Pl lol* < (1P| + 20 || Pall + o® 1B 1) ]|

O teorema a seguir apresenta condigoes para a estabilidade exponencial global
da origem de ([3.25)) usando (3.26) como uma candidata a fun¢ao de Lyapunov.

Teorema 4 Se existir matrizes P € Stm)x(ntny) e D T, € DM, R H2myxny

M, € PO2n)x(420) oy escalar positivo e tal que

(V@) — eww’ ) + s1(Th, 6y (@), y (@) + 51(To, d(—y(@)), —y(x))

(3.27)
+s9(R1, X, d(y(x)), y(x)) — s3(My, d(y(z))) > 0

e matrizes Ty € D*™, Ty € D¥™, Ry € Rty x2ny -\, ¢ Ptany)x(1+4ny) oy escalar

n € (0,1) tal que

V(") = (L =n)V(2) + 51(T5,6(9).9) + s1(Ts, o(—7), — @Z (3.28)

+55(Ry, X, oY), y) — s3(Ma, 6(y)) >
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com § = [y" y+T]T e X = (127 ¢(5)" ¢(—y)"], entio a origem de ([3.28)) ¢ exponencial-
mente globalmente estdvel. (GROFE| |2020)

As relagoes (3.27) e (3.28) ainda podem ser escritas na forma quadratica
genérica, onde as matrizes H correspondentes apresentam uma dependéncia afim com
os elementos da matriz P. Assim, as condigoes garantir o cumprimento de (3.27)) e (3.28)

podem ser obtidos na forma de LMI’s.

Formulacao da LMI para ({3.27))

Neste caso h(x) = V(x) — ez 2. Dada a definigao de V(x) em (3.26]), a matriz

H neste caso é dada diretamente por

0 0 0 0
0 Pr—el P 0O

- LTab 2 (3.29)
o P PO
0 0 0 0

Formulacao da LMI para ({3.28|)

Para obter a LMI (3.24]) correspondente a (3.28)), deve-se considerar o vetor
expandido § = [y y*T}T e X =[127 ()" gb(—@T}T. Usando (3.25)) e (3.3) segue que

Y= ﬁ3$+ﬁ4¢@) +J§
> |/
7f5_ [f5]

hz)=V(t) —(1—nV(z)= XTHX

com
Fy

F3Fy
De (3.25), (3.26) e (3.3) tem-se que

0
FsFy Fy

Fs =

y L4 =
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com
On le(n+2ny) 01><2ny
~ Ni N,
H = 0(n+2ny) x1 N2T N, 0(n+2ny) X 21y
O2n, x1 0 0

N, =F'PF, —(1—n)P,
N2 = [FP\F, — (1 —n)P, F{' P,
P]'F, P

3:

Portanto, a LMI correspondente a desigualdade ((3.24)) assume a forma ((3.28]),

com as matrizes H, F3, Fy e f5 sendo substituidas respectivamente pelas matrizes H, F3,

Fye ]75 definidas acima.

3.2 Abordagem por Nao-Linearidade Setorial

As proximas subsecoes apresentam as condigoes de setor que permitem analisar

a estabilidade e estabilizar os sistemas mecatronicos submetidos a aturadores saturados.

3.2.1 Estabilidade

Com base nas propriedades de nao-linearidade de setor, serao derivadas condig¢oes
que garantem a estabilidade local de um sistema em malha fechada saturado. A partir
dessas condicoes poderao ser gerados algoritmos capazes de determinar as maiores regioes
de estabilidade possiveis para o sistema. Para tanto, utiliza-se regioes elipsoidais de esta-

bilidade, ou seja, considera-se conjuntos relacionados a fun¢oes quadraticas de Lyapunov.

Seja um sistema de tempo discreto descrito por
x(k+1) = Az (k) + Bsat(Kz(k)). (3.30)

Definindo a nao-linearidade de zona-morta ¢(Kz(k)) = sat(Kxz(k)) — Kx(k), a malha

fechada é reescrita como
x(k+1)=(A+ BK)xz(k) + Bo(Kz(k)). (3.31)
Considerando uma funcao quadratica de Lyapunov definida como

V(z(k)) = z(k)Px(k), P=P >0 (3.32)
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tem-se a seguinte definicao

Definicao 6 Se ezistir uma matriz positiva definida W € R™"  uma matriz diagonal

S € R™™ e uma matriz Z € R™*" satisfazendo:

W —7' W(A+ BK)
y -28 SB <0 (3.33)
(A+ BK)W BS —W
W WK, — 7, |
) >0, i=1,....m (3.34)
KW = Zs ugy)

cOm Ug(y) = MM Upnin(s), Umas(i) }» €ntd0 o elipsoide e(P,1) com P =W~ é uma regiio de

estabilidade assintdtica para o sistema saturado (3.30) (TARBOURIECH et al., |2011).

3.2.2 Estabilizacao

Nesta secao serao apresentadas condigoes para projetar um ganho de reali-
mentacao de estado K € R™*" tal que o sistema saturado (3.30) seja regionalmente
assintoticamente estavel para um determinado conjunto de condigoes iniciais admissiveis,

ou para maximizar a regiao de atracao da origem.

Resolvendo como Tarbouriech et al.| (2011)), porém para o caso discreto, se faz
uma mudanga cldssica da varidvel Y = KW em ({3.33)) e (3.34) para linearizar o produto

KW, introduzindo uma nova variavel de decisao Y. Assim, tem-se a seguinte proposicao

Proposicao 2 Se existir uma matriz simétrica positiva definida W € R™ " uma matriz

positiva diagonal S € R™ ™ duas matrizes Y € R"™™ e Z € R™*™ que satisfaca

-Ww -7 WA +Y'B
-7 —25 SB’ <0 (3.35)
| AW +BY BS 4
W YL -2,
W "0l =0, i=1,...m (3.36)
Yoy —Za) U
com Uy = min{umm(i),umw(i)}, entao o ganho K = YW ™1 garante a estabilidade as-

sintética do sistema saturado (3.30) no elipsoide e(P,1), com P = W~ (TARBOURIECH
et al., |2011)).

3.3 Implementacao computacional

As condigoes para verificacao da estabilidade e estabilizacao de sistemas de

controle com entrada saturada foram implementadas em MATLAB utilizando os tollbozes
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YALMIP e Sedumi. As condigoes foram resolvidas como um problema de otimizacgao
submetido as restrigbes impostas pelas LMI’s descritas neste capitulo. A solucao da
otimizacao fornece, quando factivel, as matrizes variaveis que solucionam o problema de

minimizacao dessas funcgoes.

3.3.1 Estabilidade pela representacao implicita afim por partes

O cédigo desenvolvido avalia a estabilidade exponencial da orgiem de sistemas
implicitos PWA como em . A implementagao consiste em uma fungao cuja entrada
sao as matrizes que representam o sistema de forma implicita, ou seja, as matrizes Fi,
Fy, Fs, Fye fs en. A saida dessa fungao retorna a factibilidade do sistema de entrada,
em outras palavras, é apresentado se o sistema converge para a origem. Além disso, a
fungao também retorna o valor da matriz P da fungao V' (z) de Lyapunov que soluciona
o problema de otimizacao submetido as restricoes das LMI’s e . O codigo é

apresentado a seguir.

function [saidal=teoremad42(F1,F2,F3,F4,f5,eta,estrutura)

if nargin < 7

estrutura = [1 1;1 1];
elseif nargin <6

eta= 0;

estrutura = [1 1;1 1];
else

eta = abs(eta);

if eta >1

eta = 0.99;
end

end

n = size(F1,1);
ny = size(F2,2);

7 Variaveis LMI

Pli=sdpvar(n,n, 'symmetric');

if estrutura(1,2) "= 0
P12=sdpvar (n,ny) ;

else

P12 = zeros(n,ny);
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end
if estrutura(2,2) “=0
P22=sdpvar (ny,ny, 'symmetric');
else
P22 = zeros(ny);
end

epsilon=sdpvar(l,1);

Ti=sdpvar(ny,ny, 'diagonal');
T2=sdpvar (2*ny, 2*ny, 'diagonal');

Ri=sdpvar (1+n+2*ny,ny, 'full');
R2=sdpvar (1+n+4*ny,2*ny, 'full');

Mi=sdpvar (1+2*ny,1+2*ny, 'full'); J todos os walores positivos

M2=sdpvar (1+4*ny, 1+4*ny, 'symmetric');

P = [P11 P12; P12' P22];

/4 Matrizes auxziliares 1:
IT_esquerda=[zeros(l,ny); zeros(n,ny); eye(ny); zeros(ny)];

IT_direita=[zeros(ny, 1) zeros(ny,n) zeros(ny) eye(uny)];

IM=[1 zeros(l,n) zeros(l,ny) zeros(l,ny);
zeros(ny,1) zeros(ny,n) eye(ny) zeros(ny);

zeros(ny,1) zeros(ny,n) zeros(ny) eye(ny)];

H = [0 zeros(1l,n) zeros(l,ny) zeros(l,ny);
zeros(n,1) Pll-epsilon*eye(n) P12 zeros(n,ny);
zeros(ny,1) P12' P22 zeros(ny);

zeros(ny,1) zeros(ny,n) zeros(uny) zeros(uy)];

F = [f5, F3, (F4-eye(ny)) eye(ny)];

ITt_esquerda=[zeros(1,2*ny); zeros(n,2+*ny); eye(2*ny); zeros(2+*ny)];

ITt_direita=[zeros(2*ny, 1) zeros(2*ny,n) zeros(2*ny) eye(2*ny)];

IMt=[1 zeros(l,n) =zeros(l,2*ny) zeros(l,2*ny);
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zeros(2#ny,1) zeros(2*ny,n) eye(2+*ny) zeros(2*ny);

zeros(2#ny,1) zeros(2*ny,n) zeros(2*ny) eye(2*ny)];

etabar = l-eta;
N1 = F1'xP11*Fl-etabar*P11;

N2 = [F1'*P11*F2-etabar*P12 F1'xP12];

N3 = [F2'*P11*F2-etabar*P22 F2'%P12; P12'*F2 P22];

Ht = [0 zeros(1,n) zeros(1,2*ny) zeros(l,2+*ny);
zeros(n,1) N1 N2 zeros(n,2*ny) ;
zeros(2*ny,1) N2' N3 zeros (2+*ny) ;
zeros (2*ny,1) zeros(2*ny,n) zeros(2*ny) zeros (2+*ny)];

f5t = [£5;£5];

FA4t = [F4 zeros(ny);F3*F2 F4];

F3t = [F3; F3*F1];

Ft = [f5t, F3t, (F4t-eye(2*ny)) eye(2*ny)];

J LMI 1:
LMIs = [H+0.5%((IT_esquerda*T1+IT_direita+IM'*M1*IM+R1*F)+(IT_esquerda*T1*IT_direita
+IM'*#M1+IM+R1%F) ')>=0];

% LMI 2:
LMIs = LMIs + [-Ht+0.5%((ITt_esquerda*T2+ITt_direita+IMt'*M2+xIMt+R2*Ft)
+(ITt_esquerda*T2*ITt_direita+IMt'*M2*xIMt+R2*Ft) ')>=0];

LMIs=LMIs+[epsilon>0, M1(:)>0, M2(:)>0]
options=sdpsettings('solver', 'sedumi');
optimize(LMIs, [],options)
factivel = min(checkset(LMIs))
if factivel>0

disp('factivel');

saida.P = value(P);

saida.M1 = value(M1);
saida.M2 = value(M2);
saida.T1 = value(T1);
saida.T2 = value(T2);
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saida.R1
saida.R2

value(R1) ;
value (R2) ;

saida.epsilon = value(epsilon);

saida.flag = 1;
else
saida.flag = -9;

end

3.3.2 Estabilidade pela abordagem de nao-linearidade de setor

O objetivo é maximizar o conjunto €(P,1). Para isso, defini-se um algoritmo
que, para a funcao convexa f(¢(P,1)), resolva para W, S e Z o seguinte problema de

otimizacao convexa:

min f(e(P1))
sujeito as  desigualdades (3.33)) e (3.34)

Assim como na implementacao da abordagem implicita afim por partes, foi desenvolvida
uma fungao que recebe os parametros do sistema, s6 que do tipo (3.30)). A funcao retorna
a factibilidade do sistema e a matriz P da funcao de Lyapunov. O cddigo desenvolvido é

apresentado em sequéncia.

function [saidal = estabilidadeSetor(varargin)

varargin{1i};

varargin{2};

varargin{3};

u0 = varargin{4};

NS

Definindo dimensées
size(A,1);
size(K,1);

k = size(K,2);

sizeu = size(u0,2);

82 B B
I

Vartavets LMI's

sdpvar (n,n, 'symmetric');

sdpvar (m,m, 'diagonal');

5
W
S
Z

sdpvar (m,n) ;
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JLMI 3.33 (TCC)
LMIs (1;
LMIs [-W, -Z', W«(A+B*K)'; -Z, -2%S, S*B'; (A+B*K)*W BxS -W]<0;

JLMI 3.34 (TCC)
for i =1:m
LMIs = LMIs + [W W*K(i,1:n)'-Z(i,1:n)"'; K(i,1:m_k)*W-Z(i,1:n), min(u0) "2 >=0];

end

/4 Otimizacao
options = sdpsettings('verbose',0, 'warning',4, 'solver', 'sedumi', 'showprogress',0);
saida.sol=optimize(LMIs, [],options);
warning('off','YALMIP:strict');
factivel = min(checkset(LMIs));
if factivel>O
disp('factivel');
saida.W = value(W);
saida.flag = 1;
else
disp('infactivel');
saida.flag = -9;
saida.factibilidade = factivel;

end

end

3.3.3 Estabilizacao a partir da abordagem de nao-linearidade de

setor

A estabilizacao por meio da condicao de setor permite o calculo de um ganho
proporcional K otimizado para o processo. Busca-se um ganho K que maximize a regiao
de atracao da origem. Portanto, procura-se as matrizes de decisao W, Y, S e Z das LMI’s
(13.35) e . O codigo abaixo ¢ uma fungao que implementa tais restrigoes para um
sistema discreto saturado do tipo e fornece as matrizes de decisao necessérias para
o célculo de K = YW1

function [saida] = estabilizacao(varargin)

varargin{1i};

oo
I

varargin{2};
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K = varargin{3};

u0 = varargin{4};

/4 Definindo dimensdes
n = size(A,1);

m = size(X,1);

m

k = size(K,2);

sizeu = size(u0,2);

Variavets LMI's

= sdpvar(n,n, 'symmetric');

A
W
S = sdpvar(m,m, 'diagonal');
Y = sdpvar(m,n);

Z

= sdpvar (m,n) ;
JLMI 3.36 (TCC)

LMIs (J;
LMIs [-W, -Z', WxA'+Y'*B'; -Z, -2%S, S*B'; A*W+B*xY B*S -W]<O0;

ZLMI 3.37 (TCC)
for i =1:m
LMIs = LMIs + [W Y(i,1:n)'-Z(i,1:n)'; Y(i,1:n)-Z(i,1:n), min(u0)"2 >=0];

end

/4 objetivo da funcdo:

% Opgdes da solugdo

options = sdpsettings('verbose',0, 'warning',4,'solver', 'sedumi', 'showprogress',0);
saida.sol=optimize(LMIs, [],options);

warning('off','YALMIP:strict');

factivel = min(checkset(LMIs));
if factivel>0

disp('factivel');
value (W) ;
value(Y);
saida.flag = 1;

saida.W

saida.Y

else
disp('infactivel');
saida.flag = -9;
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saida.factibilidade = factivel;

end

end

3.4 Aplicacao em Sistema Mecatronico Saturado

A fim de aplicar as técnicas capazes de lidar com a saturacao em atuadores, foi
selecionado um sistema mecatronico. Esta secao explicitara o processo, sua modelagem e
verificard sua estabilidade de acordo com as condigoes desenvolvidas por (Groff (2020) e as
baseadas na nao-linearidade setorial. Também sera realizada a sintese de um controlador
para o sistema com base na condicao de setor e reavaliada a estabilidade com as duas
abordagens em estudo. Por fim, sera feita uma andlise do desempenho de ambos os

métodos.

3.4.1 Sistema com Atuador Elastico

Um atuador elastico em série (Series Elastic Actuator - SEA) é caracterizado
por uma mola, posicionada entre uma carga e um atuador, sendo este um motor elétrico
na maioria dos casos (OH; KONG/ 2017)). Esta acdo, em aplicacoes de controle de forga,
proporciona melhor interagao com os ambientes, visto que a mola desempenha o papel de
transdutor entre a posicao (deflexao da mola) e a forga, controlando de forma mais precisa
o torque de saida. Os SEAs conseguem se aproximar a um gerador de torque ideal com
zero impedancia de saida e 6tima capacidade de rastreamento de torque. No entanto, o
desempenho de controle de forca do SEA possui limitagoes devido a sua elasticidade e,

portanto, é inferior aos atuadores rigidos em termos de largura de banda.

Este tipo de atuador é comumente utilizado em sistemas mecatronicos com
interacao com o ambiente, cujo objetivo é se ter um controle preciso da forca interativa
ou uma flexibilidade dos sistemas. Tem-se como exemplo a interacao de bracos robdticos
que cooperam com operadores humanos. A Figura [3.3] apresenta esquematicamente um
atuador elastico em série. A utilizagdo de um elastico de transmissao permite a trans-
feréncia e medicao da forca de atuacao, convertendo um problema de controle de forca

em um problema de controle de posi¢ao.



3.4. Aplicacao em Sistema Mecatronico Saturado 43

Dinamica
da carga

Dinamica
do atuador

Figura 3.3: Modelo simplificado de um atuador eldstico em série (OH; KONG, 2017)

A dinamica do sistema SEA pode ser modelada como um sistema de duas
massas quando a dinamica do lado da carga é considerada, da forma como é caracterizado
o processo na Figura [3.3] Assim, o sistema é constituido pela dindmica do lado do motor,
uma engrenagem que amplifica a forga de saida (torque) do atuador, uma mola colocada

entre a carga e o motor de um SEA e a dinamica da carga.

Ressalta-se que as aplicacoes de algoritmos de controle convencionais ao SEA
modelam o processo considerando o desvio de posi¢gao do lado da carga como entrada de
pertubagao externa, focando mais no controle da forga transmitida através do compo-
nente elastico. Considerando o SEA como um sistema convencional de duas massas, os

algoritmos dao mais atengao ao controle da posicao do lado da carga.

A seguir serao modeladas as dinamicas do atuador e da carga e na sequéncia

serd obtido a modelagem final de um sistema SEA.

Dinamica do lado do atuador

O torque gerado por um motor (7,,) deve ser capaz de aceleré-lo de um ponto
de inércia a outro. Esta capacidade é denominada torque inercial 7;, que das leis da fisica

pode ser calculado como

d*0(t)
dt?

(3.37)

Tj:Jm

em que J,, ¢ o momento de inércia do motor mais o momento de inércia da caixa de
d?0(t)
d?

engrenagens e é a aceleragao angular.

O torque 7, ainda precisa suprir todas as perdas que ocorrem durante o mo-
vimento, tal como a friccao. Esta contribuicao se da pelo torque de atrito ou torque de

arrasto do eixo do motor (75) que é uma fungao linear da velocidade angular do rotor.
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Quanto maior a velocidade, maior sera o atrito e consequentemente maior sera o torque

de arrasto, sendo este dado por

deb,,
8 = Bp—— 3.38
B o (3.38)
em que B,, representa o coeficiente de friccao do motor, incluindo a friccao das escovas

dfm
dt

formas de perda despreziveis, o torque em termos do angulo do motor é calculado como

e engrenagens e ¢ a velocidade angular do motor. Portanto, considerando as demais

Tm =TB + T
d@m d29l (339)

m:Bm_ m
7 a T

Dinamica do lado da carga

A dinamica da carga pode ser complicada e nao linear, mas esta pode ser
representada por uma inércia simples (J;) e um coeficiente de amortecimento (B;) que
pode refletir a parte linear da dinamica complicada. Assim, de forma semelhante a ao
torque do motor, o torque do lado da carga, 7;, ¢ dado por

do, d*o,

_ gL 4 3.40
=B T e (3.40)

Dinamica do sistema SEA

No processo da Figura [3.3] K é a constante que representa a elasticidade da
mola; 0,, e 0 representam a posicao angular medida do lado do motor e do lado da carga,

respectivamente e 0, é a diferenca entre 6,, e 0;:
04 = N0, — 0, (3.41)

ou seja, 6, é a deflexao da mola ja considerando a taxa de redugao das engrenagens N,,.
O sistema do lado da carga é submetido a forgas de entrada, tal como o torque (7,,)
do motor, que é considerada como uma entrada de controle para o sistema SEA e uma
perturbagao aplicada & carga (d;) ou & mola (dy). A Figura[3.4]apresenta um diagrama de
blocos com as relagdes entre as dinamicas envolvidas no sistema SEA, considerando (3.39)),
, descritas no dominio de Laplace, a elasticidade da mola e as pertubacoes d;

edd.

A partir do diagrama de blocos da Figura[3.4]obtém-se as relagoes matematicas

entre as entradas e saidas do sistema com atuador elastico:
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Dindamica do lado da carga

dp + { 1 wl) 1 )91
-i-SE ]lS + Bl S
ﬁ& K d
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T - 1
T 35—> o Lo
]mS + Bm i S Hm

Dinamica do lado do motor

Figura 3.4: Diagrama de blocos do sistema SEA modelado como um sistema de duas
massas (OH; KONG, [2017)

9 Pn(1+KP) N-lp, KNP, P,
m

lEgs) g(s) D(s) Tm
0| = Nggj;m = et —%)2 dy (3.42)
9, KNB(SWPZ 5(12) Pl(1+fl§é\sfsn Pu) || g,
em que Py (s) = 1 JmsiBm descreve a funcao de transferéncia da dinamica do lado do

Jlsi 5, ¢ a dinamica do lado da carga. O denominador comum D(s) é

D(s) =1+ KN, 2(s)P,(s) + KP(s).

motor e Fy(s) =1

O trabalho do|Oh e Kong| (2017)) visou o controle da forca transmitida (torque)
a carga através da mola, que corresponde a 7, = K6, na Figura[3.4, Sendo a precisao
da forga transmitida em relagao a forca desejada a principal preocupacao de |Oh e Kong
(2017)). Para realizar o controle de forga de alta precisao por um SEA a deflexdo da mola,
04, é selecionada como a variavel de controle e é realimentada para o sistema. Observa-
se que o torque transmitido 74 € linearmente proporcional a 6, e, portanto, o problema
de controle de forca pode ser convertido em um problema de controle de posicao. Para
gerar o torque desejado 7, a deflexao da mola é controlada para seguir uma trajetéria de

referéncia.

Como o foco do controle é a deflexao da mola, o modelo dinamico de malha
aberta do sistema de duas massas (3.42)) pode ser reescrito em funcao transferéncia das
entradas de controle para a deflexao da mola como

N AP, T — BD,— (N,?P,, + P,)Dy

- 4
O 1+ KP + KN;2P,, (343)

em que Og4, T,, € D sao as transformadas de Laplace de 6,4, 7,, e d, respectivamente.
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O atuador eldstico utilizado no trabalho de|Oh e Kong (2017)) possui parametros
de valores iguais aos apresentados na Tabela |3.1] Estes foram obtidos a partir de um re-

sultado de identificacao.

Tabela 3.1: Parametros do atuador eldstico considerado (OH; KONG]| 2017)

Parametro Nomenclatura Valor
I Inércia do motor 5,2500e % kg-m?
B, Amortecimento do motor  4,5356e~% Nm-s/rad
K Rigidez da mola 0,48 Nm/rad
Ji Inércia de carga 0,0225 kg-m?
B Amortecimento de carga  0,4697 Nm-s/rad
N, Taxa de reducao 20

Aplicando os valores da Tabela em (3.43)) e considerando inicialmente as

pertubacoes D; e D, iguais a zero, obtém-se

Oy 95245 + 1,988¢°
Jd _ (3.44)
Tm 83+ 21,745% + 267,95 + 4790

Utilizando um periodo de amostragem 7" igual a T" = 0,04 é possivel discretizar (3.44)),

obtendo:
O4 B 7,2882% + 4,035z — 3,122

= T =0,04 3.45
Taqg 23—2,0322+ 1,647z — 0,4191 ’ (3.45)

cuja representagao em espaco de estados é dada pelas matrizes

2.0298 —1.6465 0.4191 1
A =11.0000 0 0 B=10
0

0 1.0000 0 (3.46)

C = [7.2879 4.0354 —3.1223] D=0

Os atuadores eldsticos em série (SEAs) possuem limitagoes devido a sua ca-
racteristica dinamica, que é principalmente atribuida a elasticidade no SEA. Além disso,
em sistemas com motor elétrico, a velocidade e o torque maximos sao limitados. No caso
do motor utilizado por (Oh e Kong (2017)), a velocidade méxima continua e o torque sao,

respectivamente, 8200 r/mim e 0,181 Nm.

Sistema SEA na representacao implicita PWA

Considerando o sistema ([3.46)) na forma de (3.11]) discretizado com T = 0.04

e submetido ao atuador saturado, tem-se

l’+ = Ax + Bsat[_o_lgL 0_181]<KI> (347)
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com A e B de (3.46) e um ganho qualquer dado por K = [-0,7402 0,8997 — 0,3570].
Este ganho foi calculado de modo que os polos de malha fechada do sistema sejam p; =

0,99, po = 0,98 e p3 = 0,8.

Usando (3.11)), tem-se que o lado direito do sistema acima é escrito como em

(3.25), com f(z) definido por
Fi=A+BK, F=|-B B (3.48)

e F3, Fy e f5 como em (3.11)).

Analise de estabilidade e estabilizagcao do sistema SEA

Os resultados que serao apresentados a seguir foram obtidos a partir do cédigo

apresentado no Apéndice [A] Avaliou-se quatro casos:

Caso 1: Consiste na analise da estabilidade para o sistema PWA, de acordo com as
condigoes de |Groff (2020), com K projetado por alocacao de polos (denominado K dado).
Considerando uma funcao de Lyapunov quadratica por partes como em e apli-
cando nas condicoes de verificacao de estabilidade implementadas pelas LMI’s da funcao

teoremad2(), com 1 = 0.01, certificou-se que o sistema é globalmente estavel com

[ 0,4866 —0,3429 0,0370 —0,4682 0,4682 ]
—0,3429 0,6688 —0,2572 0,5336 —0,5336
P=100370 —02572 0,3260 —0,1932 0,1932 (3.49)
—0,4682 0,5336 —0,1932 —1,2407 —0,1807
| 04682 —0,5336 0,1932 —0,1807 —1,2407]

Caso nao existisse P que satisfizesse a desigualdade ([3.26)), entao a estabilidade do sistema

nao poderia ser avaliada a partir da funcao candidata a Lyapunov escolhida.

Caso 2: Neste caso é analisada a estabilidade do sistema com as condicoes derivadas da
modelagem por nao-linearidade setorial para K dado. A partir da funcao desenvolvida,
estabilidadeSetor (), obteve-se para (3.46]), a matriz

2,9930 —2,0128 0,5012
P=W"1=|-20128 26052 —0,6916 (3.50)
0,5012 —0,6916 0,7819

configurando, assim, a factibilidade do problema de otimizacao avaliado, e portanto, a es-
tabilidade local do sistema ([3.46]). Observa-se que P = P’ > 0, atendendo a consideragao
da funcao quadratica de Lyapunov definida para derivar as condicoes obtidas com base

nas propriedades de nao-linearidade de setor.
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Caso 3: Andlise da estabilidade com as condigoes derivadas da modelagem por nao-
linearidade setorial, com K calculado a partir das condi¢oes providas pela nao-linearidade
de setor (denominado K otimizado). A partir da fungao estabilizacao() desenvolvida,

obteve-se a matriz P e o ganho otimizado

3,3820 —1,4962 0,5323
P=W"1=|-14962 12,3556 —0,5521 (3.51)
0,5323  —0,5521  0,9941

3,3820 —1,4962 0,5323
K=YP= [—0,2512 0,4065 —0,0164} —1,4962 2,3556 —0,5521
0,5323 —0,5521 0,9941

K= [—1,4664 13423 —0,3744}. (3.52)

Assim, tem-se que o sistema ([3.46)) também é localmente estavel com K otimizado.

Caso 4: Analise da estabilidade para o sistema PWA | de acordo com as condig¢oes de |Grof]
(2020), com K otimizado (3.52)). Gerou-se com a fungao teoremad2(), com n = 0.01, a

matriz P ) )
0,1248 0,4711 —-0,3191 —0,8586 00,8586

04711  0,3871 —0,0446 0,7282 —0,7282
P=|-03191 —0,0446 0,5335 —0,1919 0,1919 (3.53)
~0,8586  0,7282 —0,1919 —1,0227 —0,1640
| 0,8586 —0,7282 0,1919 —0,1640 —1,0227]

indicando a factibilidade da otimizacgao, e consequentemente, a estabilidade global do
sistema ((3.46)).

E apresentado na Figura as trajetérias do sistema (para a condigdo inicial
z(0) = [4,4,4]) e os conjuntos de niveis da fungao de Lyapunov decrescente para os quatro
casos discutidos. Nota-se que a Figura representa um corte da funcao de Lyapunov
V (z), que neste processo pertence a R?. Além disso, vé-se que a trajetéria convergiu para
a origem do sistema nos quatro casos em questao, certificando a estabilidade local e global
do processo. Com relagao a utilizagao do ganho proporcional otimizado, percebeu-se que
seu uso implicou no aumento da velocidade de convergéncia da trajetéria, visto que houve

uma diminui¢ao dos pontos da trajetéria ao redor da origem.

Referente ao tamanho da estimativa da regiao de atracao, para sistemas como
, a abordagem do |Groff (2020]), que avalia a estabilidade global, possui vantagens
com relagao as condigoes de setor. Por garantir a estabilidade global do sistema PWA,
o tamanho da estimativa da regiao de atragao ¢ todo o espaco de estados, que ¢ igual a
R3 para o processo SEA. J4 a avaliacdo feita com base na condicao de setor assegura a

estabilidade local do sistema, sendo portanto, a estimativa da regiao de atracao menor do
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Figura 3.5: Curvas de nivel da fungao Lyapunov e trajetéria do sistema SEA nos casos 1,
2,3e4d

que a obtida no caso global. Portanto, a representacao PWA apresenta vantagens para o
sistema SEA com relagao a Condicao de Setor, pois uma maior regiao de atracao garante
uma maior faixa de operagao para o sistema, garantindo mais condigoes iniciais que levam

a uma trajetéria convergente.

Observa-se ainda, que no corte de z; e z9 a convergéncia para ambos os
métodos aparenta ser bastante préxima. Como a Condic¢ao de Setor é uma abordagem ja
consolidada na literatura, a convergéncia dos estados se apresentar similar para ambos os
casos ¢ um ponto positivo, pois afirma ainda mais a eficadcia da abordagem proposta por
Groff| (2020). A partir da mesma figura, pode-se notar que a principal diferenga entre os
resultados obtidos pelas duas abordagens sao os conjuntos de niveis da fun¢ao de Lyapu-
nov. Nota-se um conjunto de nivel maior para o caso PWA, ou seja, é um resultado menos
conservador, ele abrange uma regiao maior de condicoes iniciais que podem convergir para

a origem.

Uma simulagao temporal para a mesma condigao inicial (z(0) = [4,4,4]) foi
realizada a partir de (3.47]), gerando a reposta apresentada na Figura Verifica-se
que de fato o sinal de controle foi saturado, ultrapassando os limites superior e inferior
estabelecidos. E apesar da saturagao, o sistema nao se instabilizou, como assegura os
resultados apontados pela analise das condigoes fornecidas pelo modelo implicito por

parte e da nao-linearidade de setor.
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Figura 3.6: Estados do sistema e sinal de controle do processo SEA

Ainda, para melhor entender a nova abordagem, analisou-se o conservadorismo
das condicoes estabelecidas por (2020)) para o sistema SEA. Simulou-se o compor-

tamento da norma do estado em fungao da variacao de n pela relagao

lz (k)] < va*[lz(0)]

62(%)

(3.54)
== a=(1-mn)2, Vz(0)eR"

N|=

obtida pela prova do Teorema [4] detalhada em (GROFF| [2020). 7 é um componente que

descreve a taxa de decaimento exponencial de convergéncia das trajetorias para a origem

do sistema. A reposta dessa simulagao estd na Figura para 1 = 0,01, que foi o valor
utilizado na simulacao do sistema SEA e para 0 < n < 1. Nesse tltimo caso, as curvas
menos inclinadas sao as que possuem 7 mais proximos de zero e quanto mais préximo
dos eixos do grafico estd a curva, mais proximo n estd de 1. Percebe-se que quanto mais
préoximo de 1 é 7, mais conservador fica a estimagao do estado. A regiao abaixo dessa
curva representa o envelope que contém uma aproximagao dos estados estaveis do sistema,
dada a variagdo no sinal de controle. Contudo, a regiao abaixo da curva ||z|| — 7 é uma
estimacao que fica bem maior do que a regiao para os estados reais. Como o processo
PWA ¢é chaveado, nao se sabe para um dado estado qual a sua particao exata, pois sao

desconsiderados os saltos que ocorrem entre uma particao e outra.
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Figura 3.7: Aproximagao do estado (k)
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Neste capitulo sao apresentadas algumas consideracoes sobre os resultados ob-

tidos, bem como perspectivas de continuidade do trabalho.

Apresentou-se o novo método de representacao PWA para a nao linearidade de
saturacao, juntamente com condigoes de verificacao da estabilidade propostas por |Groft
(2020). O mesmo se deu para as condigoes de estabilidade e estabilizacao derivadas da
nao-linearidade setorial. Tais condig¢oes foram implementadas de forma computacional
e testadas em um modelo de um sistema com atuador eldstico. Os resultados obtidos
demonstraram que a saturacao presente no torque do atuador foi bem representada e que
os estados do sistema, apesar da saturacao do sinal de controle, convergiram para o ponto

de equilibrio, demonstrando a estabilidade.

A representacao implicita afim por partes apresenta vantagens para o sistema
SEA com relacao ao modelo de nao-linearidade setorial. A abordagem proposta por |Groff]
(2020)) fornece condigoes que permitem avaliar a estabilidade global do sistema, fornecendo
uma estimativa de regiao de atracao maior do que a fornecida pela estabilidade local. Com
uma regiao de atragao maior, se garante a estabilidade do sistema para mais condigoes
iniciais, ampliando a faixa de operacao do processo. Contudo, é interessante ter condi¢oes
que avaliem a estabilidade regional dos sistemas, pois nem sempre a estabilidade global
dos sistemas nao-lineares podera ser avaliada. Observou-se também que a convergéncia
das trajetérias na representagdo PWA foi bem proxima a convergéncia obtida com a
condicao de setor. Uma vez que a condicao de setor ¢ uma abordagem bem consolidada
na literatura, com resultados importantes, essa proximidade é um ponto extremamente

positivo para a abordagem proposta por |Groff (2020)), pois afirma ainda mais sua eficicia.

Uma dificuldade encontrada durante o estudo para execucao desse trabalho —
que constitui uma desvantagem da representagao implicita afim por partes com relacao ao

uso da nao-linearidade de setor — ¢é a passagem da representacao do sistema em espaco

23
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de estados para o modelo implicito afim por partes. Ha um loop algébrico que dificulta
o processo, mas em nada interfere nos resultados assertivo das condi¢oes propostas por

Groff (2020)).

4.1 Perspectivas e trabalhos futuros

Para enriquecer o estudo realizado e os resultados obtidos, é possivel aprofun-

dar as analises e formular novas condigoes, como:

e Comparagao da velocidade de convergéncia para a origem dos sistemas dos métodos

em estudo;
e Avaliacao dos resultados quando sao acrescidas pertubacoes e disturbios no sistema;

e Estudo do problema de saturacao em velocidade e possivel extensao para outros

tipos de nao-linearidades;

e Obtencao de condigoes de estabilidade local com base na representacao implicita

afim por partes;

e Analisar diferentes condicOes iniciais, como por exemplo na casca da regiao de

atragao, fora da regiao de atragdao porém proximo do limiar da mesma.
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Apéndice

Codigo para Analise do Sistema SEA - PWA

clear all

clc
AL Sistema

Jn = 5.2500e-6; /% inercia do motor

Bm = 4.5356e-6; / amortecimento do motor

Km = 0.48; /4 rigidez da mola

J1 = 0.0225; /4 tnercta da carga

Bl = 0.4697; /i amortecimento da carga
Nm = 20; / taxa de reducao

P1 = tf(1,[J1 Bl 0]);

Pm = tf(1,[Jm Bm 0]);
D = 1 + Km*Nm~ (-2)*Pm + Km*P1l;

muup = 0.181; 7 torque mazimo

mulow = -0.181; 7 torque minimo

u0 = [mulow, muup];

Gl = Nm~(-1)*Pm/(1+ Km*P1 + Km*Nm~(-2)*Pm); / pertubacao = 0
G1 = minreal(G1l);

T = 0.4e-1; / periodo de amostragem

Gl_d = c2d(G1,T); / discretizacao
[A,B,C,D] = tf2ss(Gl_d.numerator{1},G1_d.denominator{1});

o7
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4k Projeto do controlador por alocacao de polos:

PolosDesejados = [0.99 0.98 0.8];

/#PolosDesejados = [0.7 0.71 0.5];

K = place(A,B,PolosDesejados);

/4 Fechamento da malha de controle com os ganhos de estados K

Acl = A-B*K;

/4 Verificacao se os ganhos de fato colocaram os polos mas posicoes desejadas.
/4 Simulacao do sistema em malha fechada

Gmf = ss(Acl, B, C, D, T);

4% Representacao tmplicita e estabilidade

F1 = A + B*K;

F2 = [-B B];

F3 = [K; -KJ;

F4 = [0 0; 0 0];

f5 = [-muup; mulow];
eta = 0.01;

saida = teoremad2(F1,F2,F3,F4,f5,eta); / representacao implicita afim por partes

close all

P = saida.P;

4% Curvas de nivel Lyapunov p/ sistema pwa com k dado

clear x1 x2 x3
x1 = -5:0.2:5;
x2 -5:0.2:5;
x3 -5:0.2:5;

x = [x1;x2;x3];
clear V;
clear phi;
for i =1:length(xl)
for j=1:length(x2)
for w=1:1length(x3)
phi=r([x1(i); x2(j); x3(w)],F3, £5);
V(i,j,w) = [x1(1) x2(j) x3(w) phil*P*[x1(i); x2(j); x3(w); phi'l;
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end
end

end

crop = V(:,:,1);
V12 = squeeze(crop);
crop = V(i,:,:);
V23 = squeeze(crop);
crop = V(:,1,:);
V13 = squeeze(crop);

/4 Trajetoria
x = [4;4;4]; J condicao inicial
for j = 2:100
x(:,j) = A*xx(:,j-1) + B*sat(mulow,muup,x(:,j-1),K);

end

4% Estabilidade pela cond setor com K dado

saida_setor = estabilidadeSetor(A,B,K,u0l);
clear x_setor;

x_setor = [x1;x2;x3];

W = saida_setor.W;

P_setor = inv(W);

clear V_setor;
/4 curva de nivel
for i =1:length(xl)
for j=1:length(x2)
for w=1:length(x3)
V_setor(i,j,w) = [x1(i) x2(j) x3(w)]*P_setor*[x1(i); x2(j); x3(w)];
end
end

end

crop = V_setor(:,:,i);

V12_setor = squeeze(crop);
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/4 Trajetoria
szl vs 2
x_setor = [4;4;4]; J condicao inicial
for j = 2:100
x_setor(:,j) = A*x_setor(:,j-1) + B*sat(mulow,muup,x_setor(:,j-1),K);

end

4% Estabilizacao a partir da cond. setor

saida_estabilizacao = estabilizacao(A,B,K,u0);

W_estabilizacao saida_estabilizacao.W;

Y_estabilizacao saida_estabilizacao.Y;

P_estabilizacao inv(W_estabilizacao);

K_estabilizacao Y_estabilizacao*P_estabilizacao;
4% Estabilidade cond. setor com k otimizado
for i =1:length(xl)
for j=1:length(x2)
for w=1:1length(x3)
V_estabilizacao(i,j,w) = [x1(i) x2(j) x3(w)]*P_estabilizacaox*[x1(i); x2(j);
end
end

end

crop = V_estabilizacao(:,:,1);

V12_estabilizacao = squeeze(crop);

/4 Trajetoria
srl vs 2
X_estabilizacao = [4;4;4]; J/ condicao inicial
for j = 2:100
x_estabilizacao(:,j) = Axx_estabilizacao(:,j-1) + B*sat(mulow,muup,x_estabilizacao(:

end

/4% Estabilidade p/ sistema PWA com K otimizado

Fl_pwak = A + BxK_estabilizacao;
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F2_pwak
F3_pwak
saida_pwak = teorema42(F1_pwak,F2_pwak,F3_pwak,F4,f5,eta); / representacao implict

[-B B];

[K_estabilizacao; -K_estabilizacao];

P_pwak = saida_pwak.P;

for i =1:length(x1)
for j=1:length(x2)
for w=1:length(x3)
phi_pwak=r([x1(i); x2(j); x3(w)],F3_pwak, f5);
V_pwak(i,j,w) = [x1(i) x2(j) x3(w) phi_pwak]*P_pwak*[x1(i); x2(j); x3(w
end
end

end

crop = V_pwak(:,:,1i);
V12_pwak = squeeze(crop);
crop = V_pwak(i,:,:);
V23_pwak = squeeze(crop);
crop = V_pwak(:,i,:);
V13_pwak = squeeze(crop);

% Trajetoria
x_pwak = [4;4;4]; / condicao inicial
for j = 2:100
x_pwak(:,j) = Axx_pwak(:,j-1) + B*sat(mulow,muup,x_pwak(:,j-1),K_estabilizacao)

end

4% Figura curvas de nivel e trajetorias para os quatro casos

figure(1)

subplot(2,2,1)

contour (x1,x2,v12',[10,15,20,30,50,100])

grid

hold on

plot(x(1,:),x(2,:), 'r--x")

ylabel ('$x_2$', 'Interpreter','latex');

title('Sistema PWA com $K$ dado', 'Interpreter','latex')
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subplot(2,2,3)

contour (x1,x2,V12_setor', [10,20,30,50,100])

grid

hold on

plot(x_setor(l,:),x_setor(2,:),'r--x')

xlabel('$x_1$', 'Interpreter','latex');

ylabel('$x_2$', 'Interpreter','latex');

title('Cond. setor com $K$ dado', 'Interpreter','latex')

subplot(2,2,4)

contour (x1,x2,V12_estabilizacao', [10,20,30,50,100])
grid

hold on
plot(x_estabilizacao(l,:),x_estabilizacao(2,:),'r--x"')
xlabel ('$x_1$', 'Interpreter','latex');
ylabel('$x_2$', 'Interpreter','latex');

title('Cond. setor com $K$ otimizado', 'Interpreter','latex')

subplot(2,2,2)

contour(x1,x2,V12_pwak', [15,20,25,30,50,100])

grid

hold on

plot(x_pwak(l,:) ,x_pwak(2,:),'r--x')

ylabel('$x_2$', 'Interpreter','latex');

title('Sistema PWA com $K$ otimizado', 'Interpreter','latex')

A% Simulacao temporal

figure(5)

subplot(2,1,1);

t =T:T:4;

plot(t,x(1,:), 'LineWidth',2)
hold on

plot(t,x(2,:), 'LineWidth',2)
plot(t,x(3,:), 'LineWidth',2)
x1im([T 1.5])

grid on
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legend('x_1','x_2','x_3")
ylabel('x[k]','Interpreter','latex', 'FontSize', 16)

/4 sinal de controle

Au = K*zx;

u = sat(mulow, muup, x, K);
subplot(2,1,2)

hold on

plot(t,u,'LineWidth',2)

up = muup*ones(size(t));

low = mulow*ones(size(t));
plot(t,up, 'k--")

plot(t,low, 'k——")

x1im([T 1.5])

grid on
legend('ulk] "', 'u_{max}', 'u_{min}"')
xlabel ('Amostras k', 'FontSize', 12)
ylabel('ulk]','Interpreter','latex', 'FontSize', 16)

A% Analise desemepmnho

/4 Vartacao de eta
e2
el = min(eig(P));
gamma = (-e2/e1)7(0.5);
et = 0:0.001:0.999;
x_ = [];
for k = 1:100 / tamanho de k=T:T/
for j = 1:length(et)
alpha = (1-et(j))~(0.5);
x_(k,j) = gamma*alpha~k*norm([4,4,4]);

max(eig(P));

end

end

figure(6)
subplot(2,1,1);
plot(t,x_(:,11)); 7 eta = 0.01

grid on

ylabel ('$\[x[k]\I$', 'Interpreter','latex', 'FontSize'

16)



64 Apéndice A. Cédigo para Analise do Sistema SEA - PWA

legend('$\eta = 0,01$', 'Interpreter','latex’', 'FontSize', 10)
subplot(2,1,2);

plot(t,x_); 7/ para eta de 0 a 1

grid on

xlabel('Amostras k', 'FontSize', 12)

ylabel('$\[x[k]\[$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 16)
legend('$ O < \eta < 1$','Interpreter','latex','FontSize', 10)

%% RAMPA
function phi = rampa(y)
phi = [1;
for i = 1:length(y)
if y(i) <=0
phi(i)
else
phi (i)

0;

y(i);
end
end

end
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